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Résumé 

On construit un opérateur différentiel associé à une classe de métriques singulières sur les fibrés en 
droites sur P . Cet opérateur étend la notion du Laplacien classique, cf. [3j. On montre qu'il admet un 
spectre positif, discret et infini, qu'on détermine explicitement, ainsi que les vecteurs propres associés. 
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1 Introduction 

Le but de cet article est l'étude de certains opérateurs différentiels singuliers associés aux métriques 
canoniques sur P 1 . Rappelons que la structure torique de P 1 permet d'associer de manière canonique 
une métrique sur chaque fibré en droites sur P 1 , cf [5], [12] . Malheureusement ces métriques ne sont pas 
de classe C°°. Donc on ne peut pas leur attacher un Laplacien, comme dans [3J. Dans cet article, nous 
montrons qu'on peut leur associer un opérateur différentiel singulier qui étend la notion du Laplacien, et 
en utilisant la structure torique de P 1 et des propriétés des fonctions Bessel, nous montrons qu'il possède 
un spectre discret, positif et infini qu'on calcule explicitement. Ces calculs seront utilisés pour définir une 
fonction Zêta associée à cet opérateur singulier et à son étude (voir [7]), aussi pour définir une torsion 
analytique holomorphe canonique associée aux métriques canoniques, avec applications à la géométrie 
d'Arakelov (voir 

Commençons par rappeler quelques éléments de la théorie classique des opérateurs Laplaciens (voir 
[3J). Soit (X, hx) une variété kàhlérienne compacte de dimension n et E := (E,}ie) un fibré hermitien 
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muni d'une métrique de classe C°° sur X . Pour p, q = 0, 1, . . . , n, on note fl^ p ' q "> (X, E) (resp. A^ p ' q > (X, E)) 
le fibré vectoriel des (p, q)— formes de classe C°° à coefficients dans E (resp. l'espace des sections globales de 
Çl(p,i)(X, E)), La métrique de h x sur T^X induit par dualité une métrique hermitienne fl^'^X et par 
conjugaison une métrique sur Çl^°^(X). En prenant les différents produits extérieurs de cette métrique 
et en les tensorisant avec la métrique de E, on construit un produit hermitien ponctuel (s(x),t(x)) pour 
deux sections de A^°' q \X, E) = A^- q \X) ® c «=(x) ^ (0 ' 0) (X, E). Soit oj q la forme de Kàhler normalisée, 
donnée dans chaque carte locale (z a ) sur X par 

d d 



^dz a dzp. 

a, p K 

Le produit scalaire L 2 de deux sections s, t € A^°' q ' (X, E) est défini par la formule 

(M)*> = / («(ij.t^))^. 



On dispose du complexe suivant appelé complexe de Dolbeault : 

— ► (X, S) ^> A^ {X,E)^k... ^ A(°'«) (X, E) — ► 0. 
L'opérateur i9e admet un adjoint pour la métrique L 2 , c'est à dire un opérateur 

Ô* E : A^ q+1) (X,E) — > A^(X,.E) 

qui vérifie 



(s,d E t) L 2 = (d E s,t) 



L' 1 



pour tout s e A(°>«) (X, Ê) et t € (X, E). Pour g = 0, . . . , n, l'opérateur AL = d E 1 d E + d^ 1 *!? 



E 



'E U E "T^_B '-'E 



sur A( > q \X, E) est appelé l'opérateur Laplacien. On sait, voir par exemple [3J, que AL est un opérateur 
positif autoadjoint qu'il admet un spectre positif discret et infini, et que les vecteurs propres associés sont 
dans A°' q (X,E). 

Il y a peu de cas pour les quels on sait calculer explicitement le spectre de A^-. Lorsque P™, l'es- 
pace projectif complexe de dimension n, est muni de la métrique de Fubini-Study, Ikeda et Taniguchi 
étudient dans [TU] le Laplacien A 9 agissant sur l'espace des (0, g)-formes C°° à coefficients dans le fibré 
en droites trivial pour q = 0, . . . , n. Ils utilisent la compatibilité entre la structure P™ vu comme variété 
riemannienne homogène et la métrique de Fubini-Study pour calculer les valeurs propres de A 9 , voir [101 
théorème 5.2]. 

Dans ce texte, on s'intéresse à une classe de métriques sur les fibrés en droites sur P 1 , appelées les 
métriques canoniques. Ce sont des métriques continues mais pas C°° en général, déterminées uniquement 
par la structure combinatoire de P , vu comme variété torique. On sait que pour tout m € N* la métrique 
canonique sur 0(m) est donnée par l'expression 

où x = [xo : xi] g P 1 et s est une section locale de 0{m) autour de x. 

Il n'est pas clair à priori si la théorie de [3J peut être étendue à ce type de métriques. Nous mon- 
trons dans cet article qu'on peut encore leurs associer un opérateur Laplacien singulier qu'on notera par 
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^©(m) ' Nous prouvons qu'il possède encore un spectre noté Spec(Ag^y ) que nous calculons explici- 
tement. On notera que Spec(A^^y ) est discret, infini et positif. 

On munit P 1 l'espace projectif complexe de dimension 1 de la métrique associée à la forme volume 
singulière suivante 

i dz A dz 
= 2^max(l,|z|) 4 



et 0{m) 00 le fibré en droites 0(m) muni de sa métrique canonique, avec m > 0. 

Soit n G Z et J n la fonction de Bessel d'ordre n. On commence dans un premier temps, par étudier 
Aq . Grâce à la structure torique de P 1 on fait le lien entre le spectre de et celui de deux problèmes 
avec conditions aux bords classiques. Notre premier résultat s'énonce comme suit : 

Théorème 1.1 (cf. Théorème (|2.7p ). Pour tout m G Z et tout k > 1 il existe des fonctions continues 
V( m ,k) et ¥>(m,fc) sur pl tdles weVfe A ' ^ 1 ) 

f k 

Ù k 

où j( m ,k) (resp. j', est le k-ème zéro positif de J n (resp. de J' n ), et que 

Spec(A^) = {o} |J{^, 3 -f | n,m G N, kj > l}, 

■2 ,'2 

Les valeurs propres - s j^- et -j^- pour n > et m > sont de multiplicité 2 et cette multiplicité vaut 1 

■2 -'2 

pour les valeurs propres ei 

Le cas de A^^y est ensuite traité d'une manière analogue. On commence par résoudre deux pro- 
blèmes spectraux définis sur chaque composante connexe de P 1 \ S 1 , les solutions retenues ou admissibles 
pour notre problème seront un recollement des solutions des deux cotés de S 1 satisfaisant à une condition 
de régularité le long de cette barrière. Le point délicat ici est de prouver que cet ensemble de solutions 
ainsi construites est total. Pour cela, on adapte et étend les techniques de la théorie des séries de Fourier- 
Bessel, cf. [TÏÏ1 §.18] à notre situation, tout en développant en parallèle dans la section (|3.1[) les objets 
analogues à la théorie des séries de Fourier-Bessel. Plus précisément on introduit une classe de fonctions 
L n , pour n G Z qui joueront le rôle des fonctions de Bessel dans notre situation. 

Pour tout n G N, on introduit les ensembles suivants : 

Z n := {A G C | ^{r- m J n (r)J n ^ m {r)) w = o}. 

Théorème 1.2 (cf. Théorème (|3.6I) et Théorème (|3.8|) ). On a, pour tout m G N* 

- A 2 1 



Spec(A^J = {o} U{ T | 3n G N, A G Z n \ 



Si m est pair, alors la multiplicité de ^- est 2 si A G Z n avec n > m + 1 ou < n < y — 1 et de 

\2 

multiplicité 1 si A G Zm.. Lorsque m est impair, alors ^- est de multiplicité 2 si n > m + 1, égale à 1 si 
< n < m. 
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Ce calcul nous servira dans un autre article pour le calcul du déterminant régularisé de la fonction 
Zêta associée au spectre du Laplacien singulier A ^ (voir [7]). 

Remerciements : Cet article est une partie de ma thèse (voir sous la direction de Vincent Maillot. 
Je le remercie pour ses conseils et son aide lors de la préparation de ce travail. Je tiens aussi à remercier 
Gérard Freixas pour les longues discussions mathématiques qu'on a eu autour de ce travail. 



2 L'opérateur de Laplace-Beltrami canonique sur P 1 

2.1 L'opérateur de Laplace-Beltrami sur une surface de Riemann compacte 

Soit (X, hx) une surface de Riemann compacte avec hx une métrique hermitienne de classe C°° . On 
note par Ax le Laplacien associé à la donnée ((X, hx)] Co), avec Co es t le fibré en droites trivial muni 
d'une métrique triviale. Ax est appelé classiquement l'opérateur de Laplace-Beltrami. 

On rappelle qu'un fibré en droites hermitien L sur une variété complexe compacte est dit intégrable s'il 
existe L\ et Li deux fibrés en droites hermitiens dont les métriques sont limites uniformes de métriques 
positives de classe C°° sur X et que L = L\ ® L2 

Dans ce paragraphe on étend la construction du Laplacien Ax au cas des métriques intégrables sur 
TX. Lorsque hx est C°° on sait que le Laplacien associé à cette métrique est donné localement par la 
formule suivante : 

Ax^-hx^^Y 1 ^, VPeA°>°(X). 
\oz ozJ ozoz 

où {57} est une base locale de TX. On peut consulter définition 2.3.1 et définition 2.3.3]. 

Soit [X, hx) une surface de Riemann compacte munie d'une métrique hermitienne intégrable hx- Si 
hx est continue, alors on va montrer qu'on peut associer à cette métrique un Laplacien Ax , en posant 

et on montre que 

A*/? = l-r'l^, ypeA^(X) 

\oz azJ ozoz 

pour toute base locale de TX. Afin d'étendre cette notion il suffit de vérifier que do admet un 

adjoint pour la métrique L 2 . Pour cela, on va rappeler la construction de l'opérateur Laplacien et on 
montrera que cette dernière ne dépend pas de la régularité de hx- 

Soit donc hx une métrique hermitienne continue. On note par ujx la forme de volume normalisée 
associée à hx- 

On dispose d'un isomorphisme naturel entre Çl 1,0 (X) et Î7 1,0 (X)* donné par 

a e n°/(x) ^>(pe n / h> G8,o) œ ) e ^°/(xy, Vï e x. 

Comme ujx trivialise fî 1,1 ^) alors cette forme induit un isomorphisme 

uom c (n° x 1 {x),n 1 x 1 {x)) ~ nl'°(X), Vï e x. 

Il existe donc pour a G Çl 0,1 (X) fixé, un élément a' G f2 1,cl (X) tel que 
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On note par * l'application qui envoie a sur a'. Explicitons * : Soient /? et a deux éléments de fi ' 1 ^), 
par une partition d'unité on peut supposer que /? = bdz et a = adz où a et b sont deux fonctions C°° sur 
X, on a (/3, a)^ = K^)^^) cl onc a ) lWl = b(x)a(x)j-dz Adz = b(x)dz A (—J-a(x)dz). On en déduit 
que 

* : n ' 1 ^) — -> n 1>0 (x) 

i 

■ i — ► a. 

D'un autre coté, on dispose d'un isomorphisme entre fl°'°(X) et fi 1 ' 1 ^) qu'on notera aussi par * tel 
que *(g) = guj, Vg G f2 0,0 (X) et qui vérifie 

( ff , 5 > = .9A*(. 9 '),V 5 , 3 'eft <°(X). 



Si l'on pose d Q = (— l) q * 1 <9 Al , 0(x) * pour q = 0, 1, alors on vérifie que 

% s = 0, 

et 

(s,d* t) L 2 = (d s,t) L 2 

pour tout s G A°'°(X) et * G ^"^psT). 

On définit le Laplacien associé à la métrique hx en posant que 

A x = di d* + dld - 

On montre que Ax vérifie 

(A x a,p) L 2 = (a,A x /3) L 2, Va, /3 G A°>°(X). 



Montrons que 



On a 



(a, A x /3)ujx = (a, {d\d* Q + d* 1 d )l3)bJx 

= (a,didl0)uj x + (a,dld l3)uJx 

= (a^^diipu)))^ + (a,dïd p)ux 

= + (a,dldo/3)uJx 

= -a A (d n i,o {X ) *~B0) 

= -aA(d a ^ x) —dz) 

i d 2 /3 

= T, aK &z^ {dïKdz) 
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/ , / d d \-i <9 2 /3 \ 
\ \oz ozJ ozazJ 
( f . ( d 9 \-i <9 2 /3 



dz&z' 



On déduit que 



a A *(A x /3). 



^'MlATÊi ( 3 ) 



Rappelons que, sur une variété riemannienne (X,g) de dimension réelle 2, le Laplacien A g s'exprime 
en coordonnées locales par la formule suivante : 

A, = ^(i) r i v râ'-'H + 'Vx W'"<;,i + d y (^gg 6x d y ) + d y (V99 vv dy 

où (a;, y) est un système de coordonnées locales, voir par exemple (lit (2.1.13) p. 92]. 
Si l'on considère ]0, 27r[xR + * muni de la métrique : 

g = (dr) 2 +r 2 (d9) 2 , 

alors Jg = r,g rr = 1, g rB = 0, g 0r = et g 66 = ^. Par suite 

A rfi = d 2 + ^d r + ^d 2 g . 

Sur R + * x S 1 muni de la métrique g = dr 2 + r 2 d9 on considère le changement de variables suivant : 

s:=-, 9:= 9. 
r 

On cherche à exprimer A Sj e, le Laplacien sur x S 1 muni de la métrique g' := ds 2 + s 2 d9 2 , en fonction 
de A r fi. Montrons que 

A r , e = s 4 A s , e . (4) 

Soit donc / une fonction de classe C 2 et de support compact sur M. + * x S 1 et on pose g : (s, 9) H> 
s(»,0):=/(A,0).Ona 

9fl n _ A^Ix , l^Iï ♦ d 2li 

ds [S> ~ s 2 dr [ s h ds 2[3> ~ S 3 cV V s 4 cV 2 V 90 2 l§ ' j ~ d9 2 1 s ' j ' 



alors 



U(r, 0) + l^(r,e) + ig^r, 9) = s 4 g( s , 9) + s%s, 9) + S 2 gf ( S , , 



9r 2 ' r dr ' r 2 d9 2 ' 9s 2 ' 9s ' 89 2 

En d'autres termes, on a montré que 

A r .ef = s 4 A M5 . (5) 
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2.2 Le spectre du Laplacien canonique sur P 1 

Comme TP 1 ~ 0(2), on munit P 1 de la métrique canonique de 0(2), voir fTJ), et on note 

i dz A dz 
W °° = 2^max(l,|z| 2 ) 2 ' 

la forme volume normalisée associée. On dispose de deux métriques sur A°'°(P 1 ), à savoir la métrique 
sup : 

IMIsup := sup \u(x)\, 

et la métrique L 2 définie par le produit hermitien suivant : 

(u, v)l 2 ,oc := / u(x)v(x)oJoo, 

pour u,v S A°'°(P 1 ). On note par Hq le complété hilbertien de A ' ^ 1 ) pour la norme || • ||l2 >00 , c'est 
un espace de Hilbert, par construction. 

On rappelle qu'un ensemble {(^«jugN de vecteurs orthogonaux deux à deux dans "H, un espace hilber- 
tien, est dit total si et seulement si l'ensemble S formé des combinaisons linéaires finies Y], _, akfk des 
ifk est dense dans %. 

Proposition 2.1. Une suite orthogonale (0j)j e pj de vecteurs d'un espace de Hilbert H est totale si et 
seulement si le vecteur nul est l'unique vecteur orthogonal à tous les 

Démonstration. Voir par exemple 21 théorème 12, p. 366]. □ 

La proposition suivante donne une description d'une extension maximale autoadjointe associée à un 
opérateur positif admettant une famille de vecteurs propres formant un système total. 

Proposition 2.2. Soit H un espace de Hilbert avec produit hermitien noté (•, •). 

Soit A : D C H — > H un opérateur linéaire, où D est un sous-espace linéaire dense de H. Soit 
(</>fc)fceN une base orthonormale de H, et on suppose qu'il existe < Ao < Ai < . . . une suite croissante 
de réels positifs tels que : 

On pose H2 := {ip = EfcLo afc< ^ fe G H\a-k G C, Vfc G C, Y^k=o ^k \ a k\ 2 < 00 } e t s °it Q l'opérateur 
linéaire défini sur H2 en posant : 

00 

QWO = ^ak^k, 

fc=0 

pour ip = J2T=o a fc<fe e H z- 

Si D G H2, alors Q est une extension maximale autoadjointe de A dans H 2 . 

Démonstration. Vérifions d'abord que Q est une extension de A, soit ip G D et montrons que Q(ijj) — 
A.(ip). Il existe deux suites de nombres complexes (ak)kçN et (bk)ken telles que ip — X)fc!Lo afe< ^ fe e ^ 
= Sfclo bk4>k- Donc, b k = (<pk, A-0) = Xk(<f>k,ip) = A fc ô^, par suite Aip = Y,T=o ^a^k = Q(ip)- 
Maintenant, soit T : D' C H — > H est un opérateur linéaire autoadjoint qui étend Q (c'est à dire 
H2 C D' et T\t) — A). Soit ip G D', il existe deux suites de nombres complexes (ak)kç N et (bk)k£ N telles 
que tp — J2kLo a k ( l ) k et Tip — J^kem^k^k- Comme T est autoadjoint, alors {Tw,if}) — ( w ^Ttp) pour tout 
w G D' . En particulier, (Tipk,^) = (ipk,Tip) pour tout k G N. On en tire que \kà~k = bk- Par suite, 
J2keN ^l\ a k\ 2 = SfeeN \ b k\ 2 < °°j donc ip G H 2 . On a montré que D' = H 2 . 

□ 
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Définition 2.3. On appelle Laplacien canonique l'opérateur de Laplace-Beltrami associé à (V 1 ,^^) et 
au fibré trivial tel que introduit dans le premier paragraphe. On le note par A»j . 



Pour tout f,ge A^'^P 1 ), on a 



A^/ = -ma X (l,|z| 4 )^/ Vze 



X ■ 



et 

\\^ôjt^ = ^I^M A ) 021,2 



dz A dz. 



dzdz 

Comme / est C°°, alors ||Agy /|| L 2 ^ < °°- ? ar suite, est un opérateur de A' 0,0 ^? 1 ) vers i/o- 

On note par D max la fermeture pour l'ensemble {/ <E A^QP 1 ) | IjA^/H^ k < cxi } dans iîo , appelé 
domaine maximal de définition de A^ . On a clairement A^^'ÇP 1 ) C -D max . 

On se propose dans la suite de déterminer le spectre de Aq qu'on notera par Spec(AQ ). On 
va adopter la définition fonctionnelle pour parler d'un vecteur propre, c'est à dire que A appartient à 
Spec(A^ ) s'il existe (p G Ho, tel que 

( ¥3 ,A^/) i2)00 = A(^/) i 2, 00 , V/e/ ^ 1 ). (6) 

Dans ce cas, on montre qu'il existe Q, une extension maximale autoadjointe de A^ dans iîo- C'est une 
application de la proposition (|2.2p . avec H = H Q , A = Aq et D = A(°'°)(P 1 ), il suffit juste de vérifier 
que A^'^P 1 ) C H 2 . On déduit que 

-Dmax = H-2- 

Remarque 2.4. Il est important de noter que lorsque la métrique sur X, ici P 1 , est de classe C°° alors on 
démontre un résultat de régularité pour les vecteurs propres, en fait on prouve qu'ils sont des fonctions 
C°° , voir [S Ch. 6]. Comme on verra dans la suite, les vecteurs propres de A^ sont des fonctions 
continues mais non C°° . 

On va introduire deux sous-espaces remarquables dans iîo et on remarquera que la restriction de 
et son étude sur chacun de ces sous-espaces se traduit en un problème classique bien connu de la 
théorie des problèmes avec conditions aux bords, à savoir le problème T> (resp. M). Par un procédé de 
recollement, voir (|4.ip . on exhibe des vecteurs propres au sens de ([6]) pour cet opérateur et en utilisant 
les résultat du la section (|4.3[) on conclut que ce sont les uniques vecteurs propres possibles. 

On pose 

E+ := {u e A^iP 1 ) \u(r,0) -u{-,9) = 0}, 

et 

:= {ue A°'°(P 1 )\u{r,6)+u(l-,6) = ()}. 

Ce sont deux sous C-espaces vectoriels de A ' (F 1 ). Remarquons que les fonctions constantes, qui sont bien 
dans iîo, sont des vecteurs propres pour A^ associés à la valeur propre 0, et qu'elles appartiennent à E+. 

On note par E + et E- les complétés de E+ et .EL pour la métrique || ■ qq. 
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Proposition 2.5. On a 

Démonstration. Commençons par montrer que 

_L 

A '°(F 1 )=E+Q)E- 

Soient u e E + et v G E- , on a 



c?z A dz 



= ±J^ u{z)v{z) 



i 



max(l, |z| 4 ) 

dz A dz 



u(z)v(z)dz A dz + / 



27r V./| z |<i v ' J\z\>i W kl 4 



1 /■ 1 /• rdrdO 

= - / u(r,9)v(r,9)rdrd9 + - / u(r,6)v(r,6) — — . 

77 Jr<l,ee[0,27r] ^ ^r>l,ee[0,27r] r 

Si l'on pose s = - dans la seconde intégrale, alors 



1 f rdrdO f 11 

-/ u(r,9)v(r,9)—^ = / u{- ,B)v(- ,6)sdsd6. 

n Jr>l,6e[0,2ir] r J s< 1,6e [0,2tt] S S 

Par hypothèses sur u et v on trouve que 

(u, v) L 2_ QC = — f u(r,9)v(r,9)rdrd9 f u(s,9)v(s,9)sdsd9 

n Jr<l,ee[0,2n] 77 Js<1M£[0,2it] 

= 0. 

Donc E + et E- sont orthogonaux par rapport au produit scalaire (•, -)l 2 ,oo- 

Si w G A°'°(P 1 ), on note par w + (resp. w_) l'élément de E + (resp. de E-) défini par w + (r,9) 
^w(r,9) + ^w(^,9) (resp. w-(r,9) = ^w(r,9) — ^w(^,9)). On vérifie que 

w = w + + w_. 

Soit maintenant u e H alors il existe (u„)„ e N une suite de fonctions dans A°'°(P) telle que 



\ u n — U , 2 > 0. 



Pour tout n G N, on pose 



u+, n (r, 9) := \u n {r, 9) + \u n {-,6) et u „(r, 0) := ^u„(r, 6») - Jii„(-, 6»), 
2 2 r 2 2 r 

alors 

||w+,„ - M +,m|| L 2 !00 < \\ u n - Wm||L 2 ,oo et 1 1 u_, n - u_, m 1 1 L 2 ^ < \ \ u n - u m \ \ L 2 ^ Vn,me 
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d'où on déduit que (u+. n ) n( _ N (resp. ( u -.n) n(ZN ) admet une limite dans Hq qu'on notera par u + (resp. 

u_) qui appartient 
unique, alors on a 



u_) qui appartient à E + (resp. E ) car E + et E sont fermés par construction. Comme la limite est 



u = u+ + U-. 

□ 

Fixons m € Z, k > 1 et l > 1. Avec les notations de la section (|4.2[) . on pose 
^(m,fc)( r ) = J m(jm,kr) et (r) = J m (j' m ,l r )- 

Ces deux fonctions vérifient les conditions du (|57|) donc on peut leur associer les fonctions ¥>w m fe j et 
if 2 (m k) comme dans (|38[) . Par conséquent, ^ m et m vérifient le lemme 

On pose alors, 



«(*) 



^l,(m,fc)( Z ) Si kl<l 



^^•"1 ^ (Wifc) («) si| Z |>l, 



et 



^W Zj ' \ << (w , fc) (z) «i|z|>l. 
Proposition 2.6. Pour to«£ m £ Z ei £om£ fc > 1, on a 

Démonstration. Commençons par vérifier que iîo contient les fonctions continues. Soit donc u une fonction 
continue sur P 1 . Par le théorème de Stone-Weierstrass, on peut approximer u par une suite de fonctions 
de classe C°° pour la norme || • || sup sur P 1 et comme on a 



< 



2 



L- v - \ I "'«OlMIsup 
JP 1 

pour toute fonction continue v sur P 1 , on conclut que Hq contient les fonctions continues. 

Montrons que (f^ m k \ € iîo (resp. tp7 G Eto), pour cela il suffit de montrer qu'elle est continue sur 
P 1 . Par hypothèses et par construction, cette fonction est continue sur P 1 \ {0, oo}. 

Si m 7^ 0. Au voisinage de zéro, on a \ip^ m k \(z)\ — 0(r m ) et en oo, \<pf m k ){ z )\ — 0(^k) 7 (rappelons 
que J m est d'ordre m en zéro), voir PTj) . 

Si m = 0, <p7 0tk \(z) = Jo(jo,k\ z \) au voisinage de zéro, <p7 0k Jz) = Jo(jo,k-èt) au voisinage de oo, de 
même on a Lp^ Q k ^{z) = Jo(co,/c|z|) au voisinage de zéro, <p~ç k ^(z) = Jo(co.k^) au voisinage de oo. 

Par suite, cp^ m ^ est continue sur P 1 donc c'est un élément de Hq. 

Par construction, on vérifie que 

<, fc )(^)=<, fc )M) et ^ k) {Ko)=-^ m , k) (r,9) Vr>O,V0eR. 



On conclut que 

□ 
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Théorème 2.7. Pour tout m G Z et tout k G N*, on a pour tout : 

(*W)> A ^/)^°° = ^(*v, fc) ,/W, v/ g ^«(P 1 ), (7) 
(vfc,*)^^/)^,» = V/ g ^(P 1 ) (8) 

et 

Spec(A^) = {o} U{%, 3 -f | n,m G N, k,l > l}, 

-2 - ; 2 

où (resp. j est de multiplicité 2 si n > 0, et de multiplicité 1 quand n = 0. 

Démonstration. Fixons quelques notations : On pose 2 := jjp- sur C, on note par Ao ou A r: g est l'opérateur 
de Laplace-Beltrami sur K. écrit respectivement en coordonnées cartésiennes et polaires ; Ao = -g^ + j^p 
et A r .g = + + -pi-§ffii avec x — Ke(z), y = Im(z) et z = |z|e î8 = re* e . Rappelons que d c = 
^■(d-d), donc 

1 d 2 _ d 2 1 d 2 d 2 1 

^ 27ri dzdz^ ^ dz&z 4 ^ 9a; 2 dy 2 ' 4 

L'idée de la preuve de Q et de ((H) consiste en premier temps à utiliser les résultats de l'annexe (|4.1[) 
appliqués aux fonctions (pf ^ et pour prouver que 

(^(L,k)> A S 00 /)£ a ,oo = ( A O ao ( Pt™,kyfi L2 >°°> ^(m^^Ô^ftL^oo = (A^ ^fc) , /)l 2 ,oo, 

V/ € A( 0,0 ï(F 1 ), où A^ i/jt ^ est par définition la fonction définie en tout point z G P 1 \ S 1 par 

-max(l,|,| 4 ) -^f(z), 

et de montrer sur P 1 \ S 1 qu'on a 

À 2 



4 

où A' 2 . := j 2 m k <. et \ 2 + := j'( m Cela va nous permettre de conclure que 



{°}U{ 4 ' 4 ri ' meZ ' fc,/ > l} Ç Spec(A^J. 
Soit / G A°>°(X), on a 

/" <9 2 / « 



\z\<l J \z\>l 



1. Notons qu'ici l'égalité est au sens des fonctions. 



n 



|z|>l 



Avec les notations du début de la démonstration, on a : 
Sur {z G C| \z\ < 1} : 



A o^l,( m ,fc) = &,k<Pi,( m ,k) et ~ A o^t( m ,fe) =J'm,fcVt( m ,fe) Par SU) 



(9) 



Sur {z £ C| |z| > 1}. on pose s := £ et <^i mk \{s,d) := fif , k) (^, 9), alors par (g} on a 



(m,fc) * 



,(m.k) ' 
A r,e¥>£(m,fc) 



*. e< ^2,(m,fc)- 



Mais par construction, on a 



qui nous donne que 



et 



On a par conséquent 



^ (m ,*)M=±^ (m)fc) M), V0< S <1, 



- A r-,^2,(m,fc) = + S A «.^l,(m,fe) 

(m, A;) 



1 



- .?m,fe^4^2,(m : fc)( r ' 

-A r>e ^+ (m)/s) = -s 4 A Si ^+ (mfe) 

= im,itsVt( m , fc )(s^) Par (ES]), 



■?m,fe r 4 ^2,(m,k)V 



/ 

1 

47T 
1 

^2 



fl 2 

7- 

z|<l 

2tt /.l 



dzd ^Pl,{m,k) 



dz A dz + 



2tt 



l*l>i 



7 5 2 ± 

3 dzdz V ^ m ' k ) 



dz A dz 



o Jo 

2tt ,.1 



/ A .,^t (m , fe )^^ + -^ 



fKe^t(m,k) rdrde 



1 



27T />00 



Jl 



f\,B l Pt{m,k) sdsd6 
~f A s, e V% {m , k ) sdsd6 



4^ /„ /„ /^t(m,A. 



' J0 
\2 /.2tt /.l 



rdrdO 

47T 



(10) 



(H) 



^2 /-^TT \2 /-27T pl _ J 

4^y o l H(m,kf drdd+ ^J jj ri <(m^ de v**mm 



2 /-27T /•! 



47T 



o Jo 



fvt(m,k) rdrdd + 



2 ^2^ />oo 



4tt 



o 



fn^[ m k) adadS par (BU, OU 



2 /.27T fOO 



4tt 7 



7^ 



(m,fc) max ( 1;r 4) 



rdrdO 
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y2 r2n çoo i | 

' fiffr i\ ; jr—rdrdO 

J r (771, KJ , ( 1 ~4\ _ 



JO 



' max(l, r 4 ) 7r 



4 i / c ^(™,fc)2 7 rmax(l, |z| 4 ) 
A ± /*- ± « 



4 J c j r(m,k)27r 

A ± f 7 ± 

= X J c ftp (m ,k)"°° 

A ± 

= ~(^(m,fe)' /)i 2 ,oo- 

Récapitulons, on a montré pour tout / S ^^(P 1 ) : 
Donc 

■2 -'2 

|o}|j{^,^ I n ,m G Z, M > l} ç Spec(A^). 
Montrons l'inclusion inverse, pour cela, on va montrer que l'ensemble 

est total, où 1 est la fonction constante sur P 1 égale à 1. 

Commençons par vérifier que c'est une suite orthogonale ; par (|2.5p et (12.611 on a 

(<,*)> *V,fe')W = 0. Vm ' m ' e Vfc,fc' e N. 

Pour montrer 

(L Vfc,*))^,» = C 1 ' VTm.fe))^,- Vm e Z,Vfc G N, 
il suffit d'utiliser © et © avec / = 1. 

Il reste donc à vérifier que (<pj~ m k \, V>[ m < k')) l 2 oc ~ ® pour tous Vm / m' € Z ou k ^ k' G N. On a 

riz A C?2 



(¥V,fc)' ^(m',fc'))l, 2 ,oo - y c ^m.fcJ^Mm',*')^) 2tT max(l, |z| 4 ) 



i ( î ± , *—x ~. f -i- ,~ x r^dzAdz 



2tt v 

e îme J,„(A ± . (m , fc) r)e-™' e J m ,(A ± . (m ,, fc0 r)rdr^ 

r<l,9G[Q,27r] 

e™ 6 Jm{^±,(m,k)-)e %m 6 Jm'(^±.(m',k')-) ~d0 

s>i,ee[o,27r] s s s 

4 / e^ m - m y e J m (X ±t{mik) r)J m '(X±,( m ',k')r)rdrde 

in . ni 

/ J m (^±.(m,k)r)J m ' (A±,( m ' ,k')r)rdr 

Jr<l 
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/ Jm(A±,( m>fe )r) rdr. 



r<l 



la dernière égalité résulte de l'identité ([25]) ou voir, par exemple, [T4l (18., 19.) p. 381]. 

Donc, on a montré que |l, ip^ m k y ip^ m ^ | m G Z, k > l| est une famille orthogonale pour le produit 
hermitien (,)l 2 ,oo- 

On pose 



V- := Vectcte",* | m G Z, fc > 1}, 

et 



V+ := Vectc{l, <^+, fe | m G Z, fc > 1}, 
(où la barre désigne la complétion hilbertienne dans -Ho)- 

On se propose de montrer 

£TcV - et E+CV+. 
On considère l'application de restriction suivante, induite par l'inclusion D C P 1 !! : 

U ► U| D . 

Par construction de £'+ et E~ , on trouve que 

p(E~) c {î7eC 2 (D)|w(l,6») = 0, V6>e [0,2tt]}, 

et 

p(E + )c{veC 2 (D)\—(l,9) = 0,\/9e{0,2n}}. 

En d'autres termes, les éléments de p(E + ) (resp. de p{E~)) vérifient la condition de Dirichlet (resp. de 
Neumann) sur D. On va utiliser la discussion du paragraphe (14.31) pour montrer que 

E~ c V~. 

Soit u <E E~ , alors u\ D vérifie la condition de Dirichlet. Par (|4.3p u\ D sur D se décompose comme suit : 
il existe des coefficients d\ indexés par Z x N* telles que 

u \o= d m,kVÏ (m ,k) ln ' 
(m,fc)eZxN* 

dans L 2 (D)E- 

Montrons que l'égalité ci-dessus reste valable sur P 1 entier. Il suffit de la vérifier sur {\z\ > l}, 
comme ^ m>k) {r,B) = -<P~[ m , k) ($,0), alors les sommes partielles de (r,0) i-> E( m ,fc)ezxN* d m,fc¥>(m,fc) (r, 0) 
convergent vers la fonction (r, 9) H> — ui D (K&), qui n'est autre que la fonction (r, 9) H> u(r,9). 

Par suite 

e- c v~. 



2. D est le disque unité. 

3. L 2 (D) désigne l'espace des fonctions carrées intégrables pour la mesure rdrdO. 
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Montrons que 

E+ C V + . 

Soit v G E + , on considère sa restriction à Z), il existe des constantes réelles ed,k telles que 

v = e ,o + e ^M, (m , k) 

(m,fe)eZxN* 

sur L 2 (D). Il reste à vérifier cette égalité sur {|z| > l}. Soit r > 1, on a 

(m,fe)6ZxN* (m,fc)eZxN* 

= u(r,6), 

et donc, 

E+ C V + . 

De (|2.5p et d'après ce qui précède, on conclut que : 



Ho = V+@V~. 

Par (|2.ip on déduit que l'ensemble 

(où 1 est la fonction constante égale à 1) est un système total dans Hq muni de la métrique L 2 ^ 
On a donc montré que 

• i 2 i" 2 



Spec(AôJ = {o}u |n,mG Z fc,ï> l} 



□ 



3 Le Laplacien canonique de 0(m) pour m > 1 

Soit / un élément de j4°'°(P 1 ). Comme {l, ip^ m fe j | m G Z, fc > l} est complet, alors / se décompose 
dans le complété de ^4°'°(P 1 ) comme suit : 

/ = £ /ne" 19 , (12) 

nez 

où (/ n )„ez sont des fonctions sur P 1 invariantes par § . 

On suppose qu'il existe un opérateur D, agissant sur j4(°>°) (P 1 , Q{mj) et une métrique L 2 tels que : 
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1. Si / et g sont de fonctions intégrables sur P invariantes par S 1 et l, V £ Z on a 

{f(r)e ilS ,g(r)e il ' e ) L2 =0, 

si l £ V. 

2. D autoadjoint pour ce produit (■, 

3. pour toute fonction de classe C°° radiale g et tout l G Z et k' G |0, 1, . . . , m) : 

D(g(r)e m ® z fe ') = G{r)e lW ® z fe '. (13) 
dans le complété de ^ '°) (X, P 1 ) pour L 2 , où G une fonction radiale sur P 1 . 

Si v est un vecteur propre associé à une valeur propre qu'on note A, alors on peut supposer que v = /<S>1 
où / est une fonction sur P 1 . En effet, il existe /o, /i, • • • , fm G ^"^(P 1 ) telles que v — X/fc=o fk ® ^ i 
alors si l'on pose / := X^fcLo f kZ;k a l° rs 011 vérifie que £>(/ ® l) = A(/ (8 1). 

Par ce qui précède, fi, . . . , f m peut s'écrire sous la forme (|12p . on peut donc écrire / sous la forme 
(fT2"|) . Dans la suite, on va montrer que / peut s'écrire sous la forme /i(r)/2(0). 

Soit donc / (g) z fe un vecteur propre associé à la valeur propre À, on a 

(f®z k ,D{gi®z k ')) L2 = \(f®z k , gi ®z k ') L2 , (14) 

pour toute fonction de la forme gi = ge lW telle que g est radiale, de classe C°° et pour tout l G Z et 
fc' € {0,1, ...,m}. 

Comme / se décompose sous la forme suivante X^ngz fnS m0 et par la remarque (|13p . (fT4")l devient 
^(/„e me ® z fe ,G/(r)e^ ® z fc ') L2 = A^(/ n e in * ® /, 5i (r)e !M ® z fe ') i2 . 

Il en découle que 

{%- k+ ie* k '- k+ W ® z fe , G,(r)e^ ® z fe ') L2 = A(/ fe ,_ fc+i e^'- fe+ ') e ® z fe , 5 (r)e^ ® z fe ') L2 , 
c'est à dire 

(fk'-k + ie l(k '- k+l)e ® z fc , £( 5i ® z fe ')) i2 co = A(Â._ fe+i 6^'- fc +^ ® z fe , 5i ® z fe ') L2 . 
On en déduit que 

f k '- k+ i(r)e« k '~ k+ W®z k , 
est un vecteur propre associé à la valeur propre A. 

Soit (P^cJqo) l'espace P 1 muni de la métrique canonique et ©(m)^ = (0(m), h ^ m ^ ) muni de sa 
métrique canonique. On munit A^ '°^(P 1 ,(!7(m)) de la métrique L 2 ^. Rappelons qu'elle est donnée par : 

pour tous /, 5 € A^'O^P 1 ) et ct,t G iJ°(P\ £>(m)), et on note par A( > ) (P 1 , 0{m)) L2 x le complété de 
J 4(°>°)(p 1 î 0(m)) pour cette métrique. 
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On va définir un opérateur linéaire sur A(°'°ï (P 1 , 0{m)) à valeurs dans A(°'°î (P 1 , 0{m)) L2 x associé 
aux métriques canoniques, qui étend la définition du Laplacien classique. Soit / G A^ ' ^? 1 ) et k G 



{0, . . . , m}. On a (z k ,z k )(z) = max (i'| z |)2 m , Vz G C, alors cette fonction est invariante par S 1 , C 



1 /->oc 



par morceaux et ses dérivées sont bornées localement. On pose, alors 

d d,-i, , t 9 



(/®z fe ) = -/>_ (l-pr\ (z k ,z k Y l ^-(h (z k ,z k )%)®z k , 

°(™)» u ; Twi^^dz dz J °(™)=o V ' ; 9z\ o(™)=o v ' ' dz) 

si z G P 1 \ S 1 , et sur S 1 on pose 

d d s -\ k h 
' z k . 



ii- b\ , i 9 d N -i d 2 f h 



T,1 «.^9z dz y <9z<9z 



^oo^dz dz> 2z 



Montrons que A^yJ/®z fc ) G AWOflP 1 , 0(m)) i2;00 , c'est à dire ||A^j (/® « fc )|| ia>00 < oo. On 



a, 



=-/ 



max(l, |z| 4 ) max(|z|-^, |z|^ m - 2fc ) 



dz) 

2fc df^ - 



dz Vmax(l, |z| 2m ) cfe 



dz Adz 
dz A dz 



2^ 



/ i*r 2fe 


-( 




/| Z i<i 


dz^ 





dz Adz 



+ 



4+2m-2fc 



27r J| Z |>1 

Comme / est C°° sur P 1 , alors on vérifie que 

/ M 

J\z\<l 



2 



dz A dz. 



(jz| 2,c ||^ = 0(\z\ 2k 1 ) au voisinage de z = 0, donc 



2ir 



dzAdz< — / 0(|z| 1 )dz A dz < oo, 



En faisant le changement de variables y = j dans la deuxième intégrale, on conclut avec le même 
raisonnement que 



f |„ |4+2m-2fe ^ {\„\2k-2 m df\ 

Wi.im 11 9zl |z| azJ 



2^ 



dz A dz < oo. 



Donc. 



pour tout / G ^(°'°) (P 1 ) et k = 0, . . . , m. 



(15) 



Définition-Proposition 3.1. On appelle l'opérateur linéaire ainsi défini, le Laplacien canonique associé 
à (P'jWœ) et au fibré en droites hermitien O{m) oo muni de sa métrique canonique, et on le note par 



pour tous G ^(°' )(P 1 , 0(m)). 
On considère 



L 2 . 



D max := {C G A(O-O)( P i,0(m)) | || A^- } j\\ L2oo < ^} 
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c'est à dire la fermeture de l'ensemble {Ç g ^'^(P 1 , 0{m)) | ||A^y f|| i2 x < 00} dans A(°>°) (P 1 , 0(m)) L2c 
on l'appelle domaine maximal de définition de A ^ m y 
D'après (fT5)) . on a 

^"(F'.OHlcfl». 



en particulier, D max est un sous espace vectoriel dense dans A(°'°)(P 1 , 0(m)) L2 OQ - 

3.1 Sur le Spectre de A^^y . (I) 

Dans ce paragraphe on introduit une famille de fonctions (L n )„ g z et on expliquera le lien entre cette 
famille avec l'étude de l'opérateur A^^y . Le résultat fondamental du ce paragraphe montre comment 
ces fonctions génèrent des valeurs propres ainsi que les vecteurs propres associés, par exemple on va établir 
une relation entre la norme L 2 d'un vecteur propre et la dérivée de L n , ce dernier point est fondamental 
pour la suite. 

Soit m un entier positif non nul. 
Définition 3.2. Pour tout n G Z, on considère L n , la fonction définie par : 

L n (z) = -z m ^-(z~ m J n (z)J n . m (z)), Vz e C, 

et on pose 

Z„:={AeC*|L n (A)=o}. (16) 

On la suite on étudie les propriétés de L n et de Z n . Par exemple, on va montrer que Z n est un 
sous-ensemble infini et discret de M*, la preuve sera donnée en deux étapes. 

Lemme 3.3. Pour tout n G Z, L n est une fonction analytique sur C entier qui vérifie les propriétés 
suivantes : 

L n (z) = J n+1 (z)J n - m (z) - J n (r)J n -m-i(z), VzeC, (17) 
L_„(z) = {-l) m L n+m {z), VneZ, VzGC, (18) 
L n (-z) = (-l) m+1 L n (z), VzG<C, (19) 

et on a pour z assez petit, 

~2n — 771—1 

Ln{z) = - 2*""-in!(n- m -l)! + + o^^ 1 ), si n > m + 1, (20) 

et 

m 4- 9 

L^) = (-i r+ " (TO _ n + + !(n+i)! ^ + (^ S i0<n<m. (21) 

i?n particulier, Z n est un sous- ensemble infini et discret de C* e£ on a 
1. 

2. 

Z n n{AGM| Jn-mW =0} =0. 
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Démonstration. Comme J_ p = (— l) p J pi Vp G Z et que J| p | est une fonction analytique sur C d'ordre |p| 
en zéro, alors z <-> z~ m J n (z)J n ^ m (z) est une fonction analytique sur C d'ordre |n| + \n — m\ — m en zéro 
donc L n est analytique sur C avec un zéro d'ordre au moins m en z = 0. 

On déduit que Z„ est non vide. Si, par l'absurde, Z n admet un point d'accumulation alors L n doit 
s'annuler sur C (car analytique), par suite il existe c une constante réelle telle que J n (z) J n - m (z) = cz m , 
y z 6 C. Or d'après [T31 7.21, p. 199], on sait que pour v fixé, J v {r) — > quand r(€ M) — > +oo, donc on 
doit avoir c = ce qui est impossible. 

On sait que les fonctions de Bessel d'ordre supérieur à \ ont une infinité de zéros et qui sont en plus 
tous réels, voir par exemple [13, § 15], donc on peut affirmer à l'aide du théorème de accroissements finis, 
que la fonction j^(z^ m J„(z) J n -m(z)) restreinte à R* s'annule entre deux zéros de J n (resp. de J„- m ) 
donc, Z n est infini. 

En utilisant les relations de récurrences des fonctions de Bessel, on montre pour tout z G C* : 

d 
dz 



d -(z~ m J n (z)J n _ m (z)) = ^-(z- m J n (z)z n - m J n ^ n (z)) 



= ^-(z- n J n (z))z n - m J n _ m (z) + z - n J n (z)^-(z n - m J n _ m ( z )) 
dz dz 

= -z- n J n+1 (z)z n - m J n - m (z) + z-"J„(0)z"- m J„_„ l _ 1 (z), par |@3} et g? 

= — Z m J n +l{z) Jn-m(z) + z m J n (z) J„_ m _i (z) . 



Par suite, 

— m— 1 

(z), VzeC.VneZ. 

De cette identité, on a pour tout z G C et n G Z : 

L~ n (z) = J(- n )+l{z)J(-n)-m( z ) ~ J(-n) { z )J(-n)-m-l ( z ) 

= (-l) m+1 J n ^(z)J n+m (z) - (-l) m+1 J n (z)J n+m+1 (z) car J_ p = (-1)% 

_ ( — l) m ^Jj. rl+m ^ + 1 (2:) J(„ +m )_ m (z) — J( n + m )(z) J( n + m )-m-l( z )J 

= (-l) m L n+m (z). 

Rappelons que J p (— z) = (— l) p J p (z), Vz G C et p un entier. On a donc a 

z(G C*) -> z~ m J n (z)J n _ m (z) 
est une fonction paire. Vue l'expression de L„, on conclut que 

L n (-z) = (-l) m+1 L n (z), VzGC, 

et cela pour tout n G Z. 

Maintenant évaluons l'ordre de L n en z = en fonction de n G N. Rappelons qu'une fonction de 
Bessel J pi avec p > admet un développement analytique au voisinage de zéro donné par la formule : 



00 (--\\k(l~\P+2k 



_ o r(fe + i)r( P + A ; + i) : 
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pour z assez petit. En particulier, pour z proche de zéro, on a 

M*) = + <**). 

Donc lorsque n > m + 1 on peut écrire, en utilisant les identités précédentes, que pour z assez petit : 

L n {z) = Jn+l{z)Jn-m{z) — J n{z) J n- (m+l){ z ) 

In— va— 1 

+ o(z 2n - m - 1 ) 



2 2n - m+1 (n + l)!(n - m)\ 2 2n - m - 1 n\(n -m - 1)! 

yln— m— 1 

2 2n -™- 1 n\(n - m - 1)! 1 ; ' 

Si < n < m. Comme L n (z) = J n+ i{z)J n - m {z) — J n (z)J n - m -i(z), et puisque J_ p = (— l) p J p alors pour 
tout z G C et en particulier pour z assez petit on aura 

L n (z) = (-l)" l -"J n+1 (z)J m _„(z) - (-l)" l+1 -"J„(z)J m+1 _„(z) 
= (-l) m -"(J„(z)J m+1 _„(z) - J n+1 (z)J m . n (z)) 

K 1 \2 m + l n\{m + 2-v)\ 2 m + 1 (n+ l)!(m + 1 - v)\ V V 

= (-l) m+ ™7 ———7-^ -Z m+1 + (2 m+1 ). 

v ; (m-n+l)!(n + l)! v ; 

Montrons par l'absurde que 

Z n n {A G C| J n -m(X) = 0} = 0. 

(Notons que {A G C| J n _ m (A) = 0} = {A e K| J n _ m (A) = 0}. En fait, on sait que les zéros de J p sont 
réels lorsque \p\ G N). 

Soit donc A un élément de Z n n {A G C| J„_ m (A) = 0}, alors on aura 

= i n (A) = Jn+l (A) Jn-m(A) — J n (A) Jn-m-1 (A) = — J„ (A) J n - m -\ (A), 

donc, 

J„(A)J„_ m _i(A) = 0. 

D'après [T51 § 15.22], J y et J„+i n'ont pas de zéros non nuls communs, lorsque v > —1. Donc on a 
nécessairement 

Jn(A) = O.0 

Montrons que cela est impossible, pour cela on va montrer que si v > 1 alors les dérivées supérieures de 
J v s'écrivent en fonction de J„ et J' v , plus précisément on montre par récurrence que pour tout k > 2, il 
existe et deux fractions rationnelles avec au plus un pôle en zéro, telles que 

4 k \z) = P k {z)J v {z) + Q k (z)Jl(z), Vz G C\ {0}. 
Pour k = 2, c'est une conséquence de l'équation de Bessel cf. (|l2l et on a P2(z) = — (l— -p-) et ^(z) = — j. 
On sait que 

±-(z- v J v {zj) =-z- v J v+1 {z), VzgC\{0}, 



4. Notons que |n — m — 1| G N, donc on peut supposer que n — m — 1 > — 1. l'autre cas se traite de la même manière en 
utilisant la formule J_ p = (— l) p J p . 
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donc 

d 

et on montre par récurrence que 

é(*- I é('- 1 s-(*- , é(*-" A ("))-(- 1 »''^ HJ -«w- 

Donc si l'on prend ^ = n — m et k — m, alors d'après ce qui précède il existe P et Q deux fractions 
rationnelles avec un éventuel pôle en zéro telles que 

P{z)J n - m (z) + Q(z)J' n _ m (z) = J n (z), Vz 7^ 0. 

Or on sait (par hypothèse) que J n _ m (A) = et J„(A) = donc 

ce qui impossible car les zéros non nuls des fonctions de Bessel sont simples. 

□ 

Dans la suite on construit à partir de la famille (Z n ) n( zz une famille {(p n .x \ n G Z, A G Z n } d'éléments 
de ^4°'°(P 1 , 0(m)) L 2 orthogonale pour le produit L 2 ^. 

On pose, pour tout n G 7L et A G Z n , 

j J„(Ar) exp(in0) si < r < 1, V0, 

i j„r!(A) r Jn-m(7)exp(mé>) si r > 1, V0, 

et on pose 

<Pn,A = / n ,A ® 1. 

où 1 désigne la section globale 1 de 0(m). 



On note par r n l'extension à A - (P 1 , 0(m)) ia ^ de l'opérateur défini sur A°'°(P 1 , 0(m)) par linéarité 

par 

r„(/®z fc ) -r„(/) 8 z m - fc , V/£# »(P'), fc = 0, . . . , m, 
avec T ra (/) est par définition la fonction donnée par r„ (/)(r,0) = /(i,0)e i2 ( n+A, ) fl . On vérifie que 



,,(/®z fe ) =T n (/2 fe ®l). 



Théorème 3.4. On a 

i. 



p„,A G J 4°.0(P 1 ,O(m)) L2 Vn G Z, A G Z„, 



2. 

|2 



|r _ J»(A) 2 / J4(A) 2 4_ m (A) 2 N J»(A) 2 / (n-m) 2 +n 2 

ll ^"' A|li2 ' 00 2 Vj„(A) 2 + J n - m (X) 2 ) 2 V A 2 
S. 

(y»,A> ^n',v)i2 oo = ^n'^A'C^.x^^.x)^ oc' V ": n ' G Z, V A G Z„, A' G Z„/E|. 



5. <5„ „/ par définition égale à si * ^ *', 1 sinon. 



21 



I 

5. Z n es£ «n sous- ensemble discret et infini de M*. 

Afin d'établir le théorème, on rappelle une formule clé classique de la théorie des fonctions de Bessel, 
à savoir l'identité suivante : 



/' 



1 x.J n (axfdx= Uj' n (af + (l-t I )J n {af), Va^O. 



Comme cette formule sera utilisé à plusieurs endroits dans notre texte, on en rappellera la démonstration. 
Cette formule est une conséquence de la formule suivante : 

-^j-(axJ n {bx)J' n (ax) — bxJ n (ax)J' n (bx)) = (a 2 — b 2 )xJ n {ax)J n (bx), Vi 7^ 0. 

où a et b sont deux réels non nuls quelconques et n un entier (en général un réel). Commençons d'abord 
par l'établir, on va noter par f a (resp. f b ) la fonction qui à x associe J n (ax) (resp. à x associe J n (bx)), 
pour tout x g C. On a f a est une solution de l'équation différentielle linéaire suivante : 

1 d , dy . .9 n 2 . 
même chose pour f b qui est une solution de l'équation : 



1 d , dy. n 2 . 



Vérifions cela. On a J n vérifie l'équation suivante : 



1 n 2 
J»{x) + -J' n {x) + (1 - -ï)Jn(x) =0, V, g C \ {0}. 



On remplace x par ax et on obtient 



ce qui est équivalent à 



1 d â n 2 

xTx^Tx 1 ^ + <° ^ fa{x) = °' yX G C \ {0} ' 
En multipliant la première équation par f b et la deuxième par f a et en soustrayant les deux, on obtient 

h(x)^(xf' a (x)) - f a ( x )±( x f b (x)) = (a 2 - b 2 )xf a (x)f b (x), V* ± 0., 



ce qui donne que 
d 



j-(xf b (x)f' a (x) - xf a (x)fl(x)) = (a 2 - b 2 )xf a (x)f b (x), V* ^ 0. 
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c'est à dire 

d_ 

dx 

En particulier, on a, pour a ^ b 



(axJ n (bx)J' n {ax) — bxJ n (ax)J' n (bxy\ = {a 2 — b 2 )xJ n (ax)J n (bx), Vi ^ 0. (23) 



xJ n (ax)J n (bx)dx = p— — ^ (aJ n (6) J' n {a) - bJ n (a)J' n (b) 



1 ^ J n {b) - J„(a) , , . 4(6) - j;(a) 

J„(a) + J n (a) J„(&) + aJ n {a)- 



a + o V o— a o — 

En faisant tendre b vers a, on obtient 

1 / 



xJ n (ax) 2 dx = ^(~ aJ n( a ) 2 + Jn{a)J' n {a) + aJ n (a)J"(a)y_ 



mais comme J n vérifie l'équation de Bessel, alors 

1 



On commence maintenant la preuve du théorème (|3.4D : 
Démonstration. Soit n G Z et A G Z n . Calculons la norme de (p n .\ : 

\\ ( Pn,\\^ o0 = I \fn,\( x )\ 2fl ôM (MHz)"» 

+ ' / ™' A ^' ^' max(l, |r| 2m ) max(l, |r| 4 ) 



Jn(A) 2 

r i — m ( A 

J n {Xrfrdr+ / w( *^ / J n - m (\r) 2 rdr 



J n (Xr) 2 rdr , 

•'n— mv\r 



Ji r r 4 



J„(A)2_ 

2 



■^n— m(A)~ Jq 
2 , 7 f\\2 



donc, 



J„(A) 2 J„_ m (A)V ' 2 V A 2 



i il 2 



par suite ^„, A G A°.°(P 1 , 0(m)) i2>00 . 

Soient n, n' G Z, A G Z„ et A' G Z n /. On a 



(24) 



xJ„(aa;) 2 & = -(^(a) 2 + (1 - — )J„(a) 2 ). (25) 



i(4(A) 2 + (1 - ^R(A) 2 ) + -^^(^(A) 2 + (1 - i!i^)J„_ m( A) 2 ) par 
J n {Xf(J' n ^f , 4-™(A) 2 ^ , J„(A) 2 ^_ (n-m) 2 + n 2 



/ J„(Ar)J„(A'r)rdr + «5„,„, / Jn(A)Jn(A') J„- m (-)J„_ m (-)^- 
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/ J n (Xr)J n (X'r)rdr + S„ 

Jr<l 



T ^/xw"^ 7 v -, J n-rn(Xr)J n - m (Xr)rdr 



<1 **n— m 



Si A ^ A', on a d'après pi)l 



L 2 ,oo \/2 _ ^2 

1 J»(A)J»(V) 

A' 2 — A 2 Jn-m(A) J„- m (A') 



ÀJ„(À')4(A) - A'J„(A)4(A') y 

77 ^AJ„_ m (A') J' n - m {\) — X' J n - m (X)J' n _ m (X')\ si A 7^ A' 



' A - / " (/V] 0;(A)J n _ ro (A) + J n (A)4_ m (A) 



A' 2 -A 2 J„_ m (A) 

1 A'J n (A) /_,,., 



A' 2 -A 2 J„_ m (A') 

1 XJ n (X') m 
A' 2 -A 2 J„_ m (A)T 
mJ„(A')J„(A) 



^(4(A')J„- m (A') + J„(A')4_ m (A')) 

1 A'J„(A) m 



Jn(X) J n - m (X) — 



A' 2 — A 2 J,i- m {X') X 



JTTjJniX^Jn-miX') 



A' 2 - A 2 



-(1-1) 



= 0. 



(On a utilisé l'égalité suivante J' n (X)J n ~ m (X) + J n {X)J' n _ m {X) — y J n (A) J n _ m (A) qui résulte du fait 

AeZ„). 



Montrons que 



("l)"^-^(r n (0,^ +m ,J i2 ^, V^e^.°)(P 1 ,0(m)). 



Comme 0{m) est engendré par ses sections globales alors on peut supposer que £ = / ® 2 , où / E 
4(0,0) (pi) et A; G {0, 1, ... , m}. On a d'une part : 



L 2 . 



1 



1 , ,.27r 



27r 7o vo 

1 J-n(A) 



1 



(-1)"^ J r k (j f(r,9y (k+n 1 e dey n (Xr)rdr 

+ <- i )"è^r r '"™(r /(r ' 9,e,<i+ " ) ° <i, ) j " + ™ ( ? )î ? 



00 , p2tt 

^k—m 



r f( r ,e)é^de)j n+m ^) r -^ 

Jq > r r 4 



/W f(r,e)e^ 9 d9)j n (Xr)rdr 
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(-iy 



Jn(X) 



Jn+m(X) 



1 , i-2-k 



VO 



f(-,e)e^ n+k ^de)r m - k J n+m (Xr)rdr 
r ! 



+ 



Jn+m(X) 

MX) 



1 vo 



f(r, e)e^ k+n ^d0j (r m J n (Xr)) 



^m — k 



rdr 



D'autres part, on a 

(r„(/ ® z k ), <p n+m , x )„ i00 = f (fj f^,e)e<^ n+k ^ m - k ^ n+m ^ 6 dé) J n+m {\r)r m - k rdr 

Jn+m(X) f 00 ( f 27T ,1 , i(2(n+k) + (m-k)-(n+m))e , a \ m t / A , r m ^ r ^ r 



+ 



M x ) Ji vo r ' 



On déduit que 



/(i^) e i ( 2 ("+ fe )+(™- fe )-("+™)) 9 ^V ro ^(-)- 

r ) r 

(/^ /(^) ei( " +fe)0 ^) ^ l+m (Ar)r m - fc rdr 

+ %rr r(rf(-> 6 î ei{n+k)ede Y mj ^V4> 

MX) Ji Vo r / r r fc r 4 



On a déjà montré que Z„ est discret et infini. Montr ons que Z n C R. On procède par l'absurde : Soit 
A G Z n et supposons que A ^ A. On a L n (X) = L n (X) = 0, (puisque L„ est une fonction analytique à 
coefficients réels). Si l'on note par f n j la fonction définie par 



J n (Xr) exp(in9) si r < 1, 

r m Jn- m (^) exp(m6») si r > 1, 



k Jn-mW 

et on pose 
alors on a 



.All i lloo u, °° 



(¥>n,X><P n x) L2 ,OC,= fn,X.f n ; 

JV 1 

f t t\ \ t r\ \ a , / MX)J n (X) ,X X rdr 

= MXr)MXr)rdr+ — J n _ m ( )J„_ ro ( ) 

Jr<l Jr>l J n _ TO (AJJ n _ TO (AJ ^ 7- T 



= / MXr)MXr)rdr + / 

Jr<l Jr< 



-J_(aj„(â)4(a) - âj„(a)4(â)) 



J n - m (Xr)J n - m (Xr)rdr 



+ 



X - A 2 

1 J„(A)J»(Â) 

A — A 2 Jn-m{X)J n -m(X) 

1 AJ„(Â) / 



=-(^AJ„_ m (A)J4- m (A) - AJ„_ m (A)J^_ m (A)^ 



A 2 - A 2 Mm(X) 



(MX)Mm(X) + MX)J'n-m(X)) 
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1 AJ n (A) (..- 



(j;(a) j„_ to (a) + j„(a) j;_ m (A)) 



A - A 2 Jn-m(A) 

1 AJ n (Â) m 1 ÂJ»(A) m - 

=2 ~7 7 7TTY-'n(.AJJ„_ m ^AJ - ^ ~ T=T = -Al (AJ J n _ TO (ÀJ 

A - A 2 J n-m(,AJ A A - A 2 <Ai-m(A) À 

mJ„(A)J„(A) 



-(1-1) 

A - A 2 



= 0. 



Notons que la deuxième égalité nous donne que (ip n A , ip -) L 2 00 est un réel strictement positif (puisque 
c'est une somme de deux intégrales positives non nulles et que A 7^ par hypothèse) . Cela aboutit à une 
contradiction. On conclut que 

Â= A. 

□ 

Le théorème suivant sera utilisé de manière crucial dans l'étude du spectre du Laplacien : 
Théorème 3.5. Soit i/êZ et A e Z u , alors A est un zéro simple de L v et on a 

^UA) = 2^-^(^ A ,^) L2oo . 

Démonstration. Soit z G C \ {0}, et on pose 

K v {z) = ±- z {z- m J v - m {z)J v {z)). 

donc, L v {z) = -z m K v {z), Vz G C*. On a 

K' v {z) = m(m + l)z- m - 2 J^ m {z)Uz) - ^mz^ 1 ^-(j v _ m (z)J v (z)) + z~ m l^(j v _ m ( z )J v {z)) , 

et 

d 2 

J^{Ju-m{z)J v {z)) = J'l(z)j v - m {z) + 2j' v { Z )Jl_ m {z) + J v {z)j'l_ m {z). 

Mais comme J'J(z) + \J' v {z) + (1 - ^i)J v {z) =0, Vz e C \ {0}, alors on déduit que 

rft 1 (11 ml 2 4- 7/ 2 

^(J,_ m (z)j,(z)) = - -y v {z)J v - m {z) + J^ m (z)J,(z)) - (2 - i ±±—) Jv _ m{z)Jv{z) 

+ 2J' v {z)Jl_ m (z). 
En remplaçant dans K' u , on obtient que 

K' v {z) = z-" l - 2 ((2m 2 + 2(y - m) 2 + (2(v - m) + l)m - 2z 2 ) J v - m {z) J v {z) 

- (2m+l)zJUz)J„- m (z) - {2m + l)zJ v {z)j' v _ m {z) + 2z 2 Jl_ m {z)Jl{z)), Vz G C \ {0}. 
Si A G Z v , alors 

A(J,- m (A)4(A) + J v {X)J' v _ m {X)) = mJ v (X)J v - m {\). 
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(on a utilisé ±{z- m J u (z) J v - m (z)) = -mz'^ 1 J v {z)J v - m {z) + z~ m J' v {z)J v - m {z) + z m J v {z)J' n _ m {z)), 
donc, 

K' v (\) = \- m - 2 (2(vm- X 2 )j^ m (X)J„(X) +2X 2 4_ m (X)Jl(X)y 
On peut déduire aussi de A S Z v que 

JIW 2 , Jl- m W 2 , ^(A)4_ ro (A) /4(A) , J^_ m (A) 



J,(A) 2 J,- m (A) 2 J u (X)J^ m (X) \J„(X) J v - m {X)) A 2 ' 
Cela nous permet d'écrire que 

K' v ( A) = A-™- 2 (2 {ym - A 2 ) J„_ m ( A) J„ ( A) + 2 A 2 J^_ m ( A) J' v ( A)) 

X J v _ m {\)M\)\2{ - 2 Jjxp J,_ m (A) 2 

Or on a déjà montré que 

J,(À) 2 ^(A) 2 J^_ m (A) 2 A J,(A) 2 ^ (^-m) 2 + , 



donc, 



Par suite, 



J,(A) 2 J„- m (A) 2 V 2 V A 2 



L' V (X) = -mX m - l K v {X) - A™ A- (A) = —X m K' v {X) = ^jT^ {<Px,<Px)v, 
Montrons maintenant que A est un zéro simple de L„. On a montré dans Q3.3p que 

z„n{zeC| J„_ m (z) = 0} = 0, 

Vue la formule précédente, on a 

K(x) ï 0. 



□ 



Dans ce théorème on montre comment les fonctions L n génèrent des vecteurs propres pour le Lapla- 
cien A „, ; . 

Théorème 3.6. Soit m eW , on a pour tout neZ, et X *E Z n fixé : 
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et 

En d'autres termes, 

{°} U{tI 3n eN > Xe z »} c wa^j. 

et on a, 

i 2 

1. Si m est pair, alors la multiplicité de A- est supérieure à 2 si À € Z„ £eZ/e gwe n > m + 1 ou 
< n < y ~ 1 efde multiplicité 1 si X € Z™. . 

2. Si m est impair, alors ^- est de multiplicité supérieure 2 si n > m + 1, > àl si < n < m. 

Démonstration. Commençons d'abord par observer que ip n ,\ et ip- n + m ,\ sont linéairement dépendants 
si et seulement si m est pair et que n = En effet, d'après (|22[) . ces deux vecteurs sont liés s'il existe 
c G C tel que 

J„(Ar)e me = cJ_„ +m (Ar) e î (-"+ m ' 9 , 
et / n{X L Jn- m (Xr)e me = c J -"+'»( A ) j_ ?i ( Ar)e »(-»+ m ) 9 y 0< r < 1, V0 € [0, 2ir]. 



Donc. 



J„(Ar) = (-l) ra -»cJ n _ Tn (Ar)e i (- 2B+m ^,et 
Jn-m(Xr) = (-l)"- m c J 7"\ ( . A 2 )2 J»(Ar)e^ 2 " +m ) e , 

pour tout < r < 1 et pour tout 9 G M. On déduit que cela n'est possible que si m est pair et que n = 



2 



Pour montrer que (p n ,\ est une vecteur propre on aura besoin de l'expression locale de A-^r-7— r 
91 \ S 1 : Soit / G A°'°(P 1 ) et k G {0, ... , m}, on a sur {\z\ < 1}, 



= — z 



_fc |-(|:(* fc /))<8** (26) 
oz oz ' 



dzdz 



-{z k f)®z k . 



et sur {|z| > 1}, 



■^S(5^» 8 «* ,27) 



W 4 f ( ' |B /. 



z k-m Q Z Q Z z m k ■ 

Soit v un vecteur propre associé à une valeur propre de A ^,^ . Par la discussion précédente on peut 
supposer que v est de la forme f\ (g) z h , avec f\ une fonction à variables séparées et k G {0, . . . , m}. Pour 



6. Notons que la deuxième égalité est bien définie, puisqu'on a montré dans 113.31 1 
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déterminer, les vecteurs propres et les valeurs propres de ce Laplacien, on suppose en premier temps que 
f\ est continue sur P 1 et que ses restrictions aux ouverts {\z\ < 1} et {\z\ > 1} sont des fonctions pro- 
longeable de façon C 2 aux voisinages de ces fermés, dans le but d'appliquer les techniques de l'annexe (|4.ip . 

Fixons neZet soit Aël*\ {x| J n ^ m (x) = 0}. Par (|27))) et (J27J) , on suppose que f x , qu'on notera 
dans la suite par f n ,\, s'écrit sous la forme suivante : 



7n,A,-M) :=r- k J n (\r)eA n -^ e si r < 1, 



De ([26]) et f27i on vérifie que 



A 2 ~ 

(fn,\®z k ) = -rfn,\®z k , 



sur P 1 \ S 1 . 

On va montrer que A € Z n si et seulement si 

(/..* ® ^. A ôH œ l = t^- ® zk ^^ ve e i0,0 ( pl '°W)' 

(dans ce cas, on vérifie que f n , X ®z k = f n ,\<8)l) Rappelons qu'on a montré que Z n Pi{x\ J n - m (x) — 0} = . 



On a 



d 2 

{fn,\®z k ,&ô(ri) oo {9® z 1 ))l*,oc = ~J ^ f n , x z- l -^-^(z l g)z k z l dzAdz 



i i dz&z z 



fn,xz m ~ l 1 ^(^ l )z k - m z l - m dz A dz 



On a, par la formule de Green, 



d 2 { d 2 

fn,\z k ——{z l g)dz Adz = - — ■^—(z k f n \)~z^g~dz A dz — I z k f n , x d c (z l g) 



: |. i <9z<9z ' <i dz&z ,i - _, 

+ / d C {z k f k , n )z l g 
■7|z|=l 

fn,\)z l gdz A dz - I z k f, hX d c (z l g) 



/ kz k z l f n . x g— + [ d c (f n , x )z k z l g 

J\z\=l Z J\z\ = l 



et 



z|>i 
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J\z\=l z 

J\z\>l dzdz Z Z m 1 J\ z \ =l 

+ m [ z k z l f nA g= + (m-k) f z k z l j n . 

J\z\ = l J\z\ = l 

- f d c (f n , x ), 

J\z\=l 



-d-x dz 



l\z\ = l ' 

'1*1= 



)z k z l g 



Rappelons que sur S 1 , 



dz dz 

z z 

En regroupant tout cela, et après des simplifications évidentes, il vient que 

{j n ^®Z k Aô^n)j9® zl ))L^oo = 

+ / d c (f n . x )z k z l g- [ d%f n , x )z k z l g 

J\z\ = l J\z\ = l 



= X 2 f z k f n , x z l gdzAdz + X 2 f m /n fc , . 4 J?_, rfzArfz 

J\z\<l J\z\>l Z m - k \z\±Z m 1 

+ f d c {f n . x ^)z k z l g- f d c (f n , x . + )z k z l g 

J\z\=l J\z\=l 

= \ 2 {J n , X ®z k ,g®z l ) L 2. 00 + f (d c (.f n . x ,_)-d c (.f n . x , + ))z k z l g 

J\z\ = l 



Donc pour que 4- G Spec(A e)f ■, ) il suffit que 



: -I J\z\=l 

1*1=1 

A ;l r„,ffi+ „,,„ 

OH. 



d C (fn,X,-) = rf C (/n,A,+), 

sur S 1 . 

Pour simplifier les notations on pose 

V_(r) - r- fc J„(Ar), et ^+(r) = J " (A) r" 1 ^ J n _ m (-) 



Si z ^ 



-s«i!i)"^)*-(W) + (H)^^ai)- 



30 



et 



9fn,X- , s = d(f n ,x,-) 

dz [z> dz 



Sur S 1 , on a donc 



dC /«.A,- = |((^) n - fe )^(l)^-|((^)"- fe )^-(l)^ 
, Z Z dtp- , Z sn-k Z dtp- 

Un calcul direct donne 

sur S 1 . 
Par suite 

, z r -t z dip- , z -.n-k z dtp- 

1 n-fe+l^- 



Vz^O 



et 



= _3»-*+i_Zz(i)d0 
4-7T ar 



dfn,\.+ 9 , Z . n -k . , 1 , / Z s„-fe z 9-0+ 

-^ = ^r) ^ +( R ) + (r) ^R^7 (|z|) - 



<9z <9z v |z| ; |z| v |z| ; 2|z| <9r 

On trouvera par un calcul analogue au précédent : 

Montrons que A G Z n si et seulement si d c fk, n ,+ = d c fk, n - sur S 1 , on a 
9 V>+ m J»(A) d k A 

J„(A) 



Jn—m (^) 



((m - fc) J„_ m (A) - AJ„_ TO (A) 



et 



dr 



(1) = -kJ n (\) + \J' n (X). 



31 



donc ^t(l) = ^r(l) si et seulement si (m — k)J n {\) — A j" m ^ J ra (A) = — fcJ„(A) + \J' n {\) ce qui est 
équivalent à mJ n {\) J n _ m (A) — \J' n _ m {\)J n {\) — \ J' n {X)J n - m {\) qui n'est autre que le fait que A € Z n . 

On a donc montré que A G Z n si et seulement si 

(/ n>A ® z fe , A^y j)^ - ® VÇ G A '°( pl ' H)- 

Comme on l'a noté, si A € Z„ alors 

/n,A ® Z k = f n<x (g) 1, 

qui n'est par définition autre que l'élément 

□ 

3.2 Sur le Spectre de A^y . (II) 

Dans ce paragraphe on se propose de prouver que les valeurs propres de A^t — > calculés dans (|3.6[) 
sont les uniques valeurs propres possibles, en d'autres termes : 



Spec(A^J - {0} |J{^| 3u E N, A e Z„) 



Remarque 3.7. Notons que lorsque m — 0, on retrouve l'expression du spectre de donnée dans le 

théorème (12.7p . 

Puisqu'on a explicité les vecteur propres non nuls associés à chacune des valeurs propres du théorème, 
alors une manière de démontrer le résultat ci-dessus est de prouver que la famille suivante 

jl ® 1, l®z, z m | (J|<A/,A !/eZ,Aë zA, 

est une base hilbertienne pour le complété de A 1 - ^ (P 1 ,0{m)) pour la norme || • ||l 2 ,oo- P ar exemple, on 
doit montrer que pour toute fonction / vérifiant ||/ ® 1||l 2 ,oo < c»j alors on a 

m 

/(g) 1 = ^o k (l® Z k ) H ûf.A^i/.A ® 1), 

fc=0 ygZAg.Z„ 



dans A( '°)(P 1 ,O(m)). 2 , où 



(/® l,l(g)z fe ) i 2, 00 
a fe = — — , A; = 0,1,..., m. 

P^llkoc 



et 



a„. A = n -7— j2 — , Vi/eZ, Ae2„. 



||^,A <8> l||| 2i00 

On les appellera coefficients associés à /. Une autre manière équivalente pour montrer que cette famille 
est une base hilbertienne est de montrer que est l'unique élément de v4(°'°)(P 1 , 0(m)) L2 orthogonal 
à cette famille, voir (|2.ip . Plus précisément on doit montrer que si 

o-k = du,\ = 0, Vfe G {0, 1, . . . , m}, W G Z, VA e Z n , 
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alors 

/®1 = 0, 

dans ^(°.0)(P 1 ,O(m)) L 2 iOO . 

Il est donc naturel de commencer par étudier le terme suivant : 

(/0l,^, A ®l) i2;Oo . 

On a, V v e Z et A e Z v : 

(/®l,^,A®l) L2oo = / (/ f{r,6)e- iv0 d6)J v {\r)rdr 
Jo Jo 



+ -T^ (/ f{r,0)e-^d0)J v - m (-)- 



où on a noté par /„ la fonction définie presque partout par f v {r, 6) := e tI/e J 2,r /(r, 6)e~ lv9 dQ. 
Cela nous amène à fixer le paramètre v et de montrer le résultat suivant : Si pour tout A e Z v 

(/„®l,¥>„,A®l) ia>oo = 0, 

alors 

/„ <8> 1 = 0. 

En effet, cela est équivalent à notre problème du départ puisque 

1, W,v ® l) L 2 )OC = 0, siz/^î/. 
et qu'on a la correspondance bijective suivante : 

(qui n'est autre qu'une conséquence de la théorie des séries de Fourier). 

En gardant les mêmes notations ci-dessus, alors notre principal résultat de ce paragraphe est 
théorème suivant : 

Théorème 3.8. Soit v E Z, on a 

1. Si v < — 1 ou v > m + 1, alors il existe deux suites de réels (l^,k)k>i et {l' v ^)k>i 

EC ^y 1 '^'^ 2 = f 1 (x 2 r +2m -» +1 -x 2 "+ 2m - v+1 )f v (-)dx 
fe=1 ' 2 ||Vi/,fc|| z ,2 ;00 Jo ^ 

E^TT^ = [\x 2 ^-x 2 ^)U(x)dx. 
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2. Si < v < m, alors il existe b v et b' v deux constantes réelles et deux suites de réels (l u ,k)k>i et 

(Cfe)fe>i 



K{f v ® 1, 1 ® = E i / f :® 1, l v,k)L2 - / V 2p+2m -" +l - x 2q+2m - v +l )u-)d. 
bUfu ® i, i ® z'v.oc = E ^y^ 2 - /V p+iy+1 - x 2 ^ 1 )/,^)^. 

Ce théorème va nous permettre de montrer que 

jl<g> l,l(g)z,...,l(K)2; m ||j|^ iA i/eZ,Ae Z n |, 

est totale, En effet, si 

(/®M fc ®l)i» )00 = (/®l,Oi a ,oo=0, Vfe = 0,l,...,m, Vi/GZ, VAeZv, 
alors par ce théorème on déduit que : 

(î 2p+2ra -" +1 - x^ 2 ™-^ 1 ) = ( (x 2p+v+1 - x 2q + u+1 )f„(x)dx = 0, V.eZ. 



et cela pour tous p et q assez grand (pour v fixé). Un théorème classique d'analyse nous permet de 
conclure que les deux fonctions définies presque partout sur [0, 1] : x i-> fv(^) et x )-ï f v {x) sont nulles 
presque partout pour tout f£Z. Par conséquent 

/®1 = 0, 



dans A^^){¥\0{m)) L2 oo . 

Afin de démontrer ce résultat, l'idée est d'utiliser la théorie des séries de Fourier-Bessel et de l'adapter 
à notre situation. On commence donc par faire un rappel sur cette théorie et de revoir quelques techniques 
employées. 

Les fonctions de Bessel jouent un rôle analogue à celui des fonctions trigonométriques dans la théorie 
des séries de Fourier. Dans cette première partie on va rappeler la théorie des séries de Fourier-Bessel et 
on énoncera le résultat principal de cette théorie à savoir une condition suffisante pour qu'une fonction / 
admet un développement en série en fonctions de Bessel. On suivra la présentation faite dans [13, § 18]. 

Soit v un réel supérieur à 4. On appelle série de fonctions de Bessel la fonction qui à tout x réel 
associe la somme, lorsqu'elle converge, suivante : 



fc=i 



où (cifc)fc>i est une suite de constantes indépendante de x et (jk)k>i es t l a suite des zéros de J u ordonnée 
par ordre croissant. Si les coefficients de cette série sont données par 



flfc = 1 T~yî / f(t)J u (jkt)tdt, 

■Az+iUfe) Jq 

alors cette série est dite la série de Fourier-Bessel associée à f(x). Si, en plus, cette série converge vers 
f(x) en tout point de l'intervalle ouvert ]0, 1[ alors on parle du développement de Fourier-Bessel de /. 
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On peut aussi étudier les séries 



oo 



^ b k J„(X k x), 



k=l 

où Ai, A2, A3, . . . sont les zéros positifs non nuls de 

z h» zJ' v (z) + HJ v {z) 
appelé la série de Dini des fonctions de Bessel. 

Si bk sont données par la formule suivante : 



alors on dit que c'est la série de Dini associée à f(x). 

Notons que Watson étudie le développement de fonctions en série de Fourier-Bessel et affirme dans 
|f 31 p. 582] que le cas général des développements en séries de Dini se traite de la même manière. Par 
analogie avec la théorie des séries de Fourier, il donne une condition suffisante pour l'existence du dé- 
veloppement en série de Fourier-Bessel qu'on énoncera dans la suite et on en rappellera l'idée de la preuve. 

Rappelons qu'une fonction réelle / sur un intervalle [a, b] est dite à variation bornée si 



où S([a, b]) est l'ensemble des subdivisions de [a, b] de la forme a — (xq — a,xi, . . . ,x n = b) et 



D'après Watson, on dispose de quatre résultats majeurs sur la théorie des séries de Fourier-Bessel, à 
savoir une condition suffisante pour la convergence simple en un point intérieur de [0, 1], la convergence 
uniforme sur un sous-intervalle fermé propre de ]0, 1[, le comportement de la série de Fourier-Bessel aux 
voisinages de (resp. de f) et enfin l'unicité du développement en série de Fourier-Bessel. Ce dernier 
point s'interprète en langage moderne en disant que les fonctions de Bessel forment une une famille totale 
dans un espace hilbertien qu'on précisera dans la suite. Notre démarche pour ... sera d'utiliser les idées 
développées dans |f 3[ § 18], les étendre et de combiner ces quatre points pour conclure. 

Rappelons donc les principaux résultats de la théorie des séries de Fourier Bessel. 

Le résultat suivant nous fournit une condition suffisante pour la convergence simple de la série de 
Fourier-Bessel : 

Proposition 3.9. Soit f une fonction définie sur [0, 1] et on suppose que J Q \f(t)\t^dt converge. Soit 



Soit x e]a, b[ avec < a < b < 1 et tel que f soit à variation bornée sur [a, b] alors la série 




V a b (f) : 



sup V(f, a) < 00 




avec v > — ^ . 



00 
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est convergente, de somme égale à |( lim f(y) + lim 

y*— + yi-^x^ 

Démonstration. Voir [T3l § 18.24]. □ 

En gardant les mêmes hypothèses et si l'on suppose en plus que / est continue sur [a, b] alors on a 
convergence uniforme ; précisément on a le résultat suivant 

Proposition 3.10. Si f est continue et vérifie les hypothèses de la proposition précédente, alors la série 
de Fourier-Bessel associée à f converge uniformément vers f sur l'intervalle [a + 6, b — ô], où 5 est un 
réel positif non nul arbitraire. 

Démonstration. Voir [131 § 18.25]. □ 

Il est clair que les sommes partielles de la série de Fourier-Bessel associée à une fonction / continue, 
s'annulent en x = 1. Il est donc nécessaire de supposer que lim^^x- f(x) — si l'on veut garantir la 
convergence uniforme de la série de Fourier-Bessel. Or on montre dans |13l § 18.26] que la continuité de 
/ sur [a, 1], avec a > et la condition /(l) = suffissent pour assurer la convergence uniforme sur un 
intervalle de la forme [a + S, 1] avec <5 > 0. 

Le dernier résultat fondamental de la théorie des séries de Fourier-Bessel exposée dans [T31 § 18] est 
l'unicité du développement en série de Fourier-Bessel. On montre dans [TÏÏl § 18.6], sous la condition de 
la convergence absolue de J Q t^ f(t)dt, que / est nulle si et seulement si tous les coefficients de la série de 
Fourier-Bessel associée à / sont nuls. 



L'idée clé de la preuve de la proposition (|3.9I) passe par l'étude de la suite de fonctions 

(x,t) h> T n (t,x) 



k=l 

puisqu'on vérifie que 



E 2Jv{jkx)Jv{ikt) 



fc=l 



1 

akJu{jkx)= I f(t)T n (t,x)tdt. 



En fait, on montre que les T n jouent le même rôle que 



, . sin((n+ h)(x- 1)) 
sm(x — t) 



pour la théorie des séries de Fourier. 



Il est commode d'exprimer T n comme l'intégrale sur le contour d'un rectangle contenant seulement 
les ji, ... , j n d'une fonction auxiliaire qui soit méromorphe ayant pour uniques pôles les zéros de J„ et un 
comportement asymptotique adéquat. Ce dernier point nous permettra d'étudier T n pour n assez grand 
et d'en déduire la proposition précédente (|3.9[) . 

On va rappeler quelques points techniques du [131 § 18] afin de les adapter et les appliquer ultérieu- 
rement à notre situation. Dans les pages pp. 583-584, pour tous < t ^ x < 1, on introduit la fonction g 
donnée par 

2w 

g{w) = — — —(t,J lJ (xw)J v+ i(tw) — xJ v (tw)J u +x(xw)), Vw e C, 

7. Comme / est à variation bornée alors on peut montrer par l'absurde que / admet une limite à droite et à gauche de x 
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et on montre que le résidu de 



wJ v (w) 2 ' 
en jk est égal à 

2 Jy{xjk)Jv{tjk) 
Ju+l{jk) 2 

Vérifions cela. On commence par noter que le résidu de w \-¥ — ^fK? en ji- est — ^-Mt^-t- Cela résulte 
du fait suivant : Si (p% et (f 2 sont deux fonctions holomorphes sur C alors si A est un zéro simple de (p 2 
alors on peut montrer à l'aide d'un développement limité convenable au voisinage de A que 

Res, (w h> = - (1 + ■ 

J \ w<pl{w)J \jip' 2 (j) 2 <p' 2 (]) 2K v' 2 (j) J 



Mais on a ici J v {j) = et J v vérifie J'J(z) + \J' v {z) + (f - £)J v (z) = 0, donc f + = 0. 

D'un autre coté, on a Vw G C : 

d d x v 

— (wJ u {xw)J v+1 {tw)) = — {{xw)~ v J u {tw){tw) u+1 J v+1 (tw)) 

= -^-H"" J v+1 {xw){twY +1 J v+ i{tw) + — {xw)~ v J v {xw){tw) v+l J v (tw) par gg) et (jTf)) 
= —xwJ v j r x{x"w)J v j r x{t'w) + twJ v {xw)J v {tw), 
et par symétrie, on en déduit que 

——(wJ u {tw)J u+ i{xw\) — —twJ v+ i{tw)Jy^\{xw) + xwJ v (tw)J v {xw), y w G C. 
du; v ' 

En regroupant tout cela on obtient : 

g'(w) = 2wJ v (xw)J v (tw), Vw G C. 



On conclut que le résidu deœi-> ^jfwp en 3k es t 



7 en 

J v {xjk)J v {tj k ) 



J»+i(jk) 2 

On considère maintenant le rectangle de sommets iB, —iB, A n + iB et A n — iB où B > et A„ est un 

g{w) 



réel tel que j n < A n < j n +i- Remarquons enfin que w >— > w g /j^2 est d'ordre 1 en w = (on le vérifie en 
utilisant (I41|) ). Donc par cette discussion on peut affirmer que l'intégrale de w ^ — 9 ^7\i ^ e l° n S de ce 



contour est égale à T n (t,x). 

La suite utilise de manière cruciale les propriétés asymptotiques des fonctions de Bessel. En fait, 
le développement asymptotique des fonctions de Bessel, voir (T5J § 7.21], nous permet d'assurer que 
l'intégrale sur les cotés inférieurs et supérieurs du rectangle s'annulent si B tends vers l'infini, aussi 
puisque les intégrands sont impairs et sans singularités sur [—Bi, Bi] donc leur intégrale sur ce segment 
est nulle. On conclut qu'on a 

l_ r A "+°°* g(w) 
2ni Ja^ wJ„(w) 2 



T n(t,x) = —I - y T \' dw, V < x + t <2, x ^t. 
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En utilisant les deux inégalités suivantes : 

\ t ra M / exp(\Im(0w)\) , , exp(|Jm(w)|) 

J„(0u;) <ci == , J„(uO >c 2 t= , (29) 

V\ dw \ v\ w \ 

(ils découlent de l'expression du développement asymptotique donnée dans [131 § 7.21]), avec 9 est un 
réel positif non nul fixé, on déduit la plupart des inégalités énoncées dans la suite. 

Fixons v G Z. Comme Z v est un sous-ensemble discret de R* alors on peut ordonner l'ensemble 
{^j- | A € Z„} et on note par ^- la fe— ême valeur de cet ensemble pour l'ordre croissant. On pose tfk la 
fonction sur R définie pour tout a; € R par : 



J n (Xkx) si < x < 1, 

Jn "m (Afc ) X " l Jn-m(^) Si X > 1. 



tpk(x) = { J„(A fc ) „ m T ,A fc x „ ; _ -, * (3°) 



Soit / une fonction sur R et considère la somme partielle suivante : 

S n (x) := -y^^^^a:), ne N*, 

où on a confondu avec (^A), et / avec fe w6 <g) 1. 
On pose pour tous 0<t<letO<a;<l : 

+ s _ Jy{t\k)Ju{x\k) 

fe=1 ^-m(Afe) ||Vfc||l2 )00 

Jv{^k) 2 Jv-m{t\k)J v -m{x^k) 



r+(t,x): Ej„_ ro(Afc )a ||^||2 2oo 

T - (i a;) — Jv{^k) Jv-rn(^kX)J v {\kt) 



On vérifie que 



/(t) ,1 N *dt 



et 



S n (x) = J f(t)4(t,x)tdt + J ±±J-K-(-,x)j£, siO<z<l, 
Donc, il est naturel d'étudier les fonctions k+,k~,t+ et rZ. Pour cela on va introduire les quatres 
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fonctions méromorphes sur C suivantes 

t+A w ) : 
t- >v (w) - 
s +>v (w) - 



J u (tw)J u (xw)J v - m (w) 
J v (w)L u (w) 

J U (xw)jy- m (wt) 

L v (w) 

Jy{w) J v - m {xw)J v - m {tw) 

J v - m {w) L v {w) 
J^- m (xw)J u (tw) 



L v (w) 

oùO<t<letO<:r<l. 

On note par A n un réel compris strictement entre X n et A n +i@. On a le théorème suivant 
Théorème 3.11. Soit v e Z. 

Si v < — 1 ou v > m + 1, a/ors on a pour n>l 

t +tV (w)dw = K^{t,x) - — j 7 \2 > 

I i / x n 
a| J^(a)— 

0<ct</l„ 

t- tU {w)dw = K~(t,x), 

s+ A W )d W = T+{t,x)- J2 J ^f l)J yf l] , 

0<7<yl„ 

s- M (w)dw = r~(t,x). 
Si < v < m, on a pour n 1 

* ^" +o °* t + = -2 (m - r + + 1} + <(t, x) - v 

A n -ooi m + 2 ^ 

0<a<A n 

t- tV (w)dw = -2-^ — f y \" ' ^ f'-'V + K~(t,x), 

A n —ooi 











f 


— ooi 






i + OOÏ 


2^. 




— ooi 






L -\-ooi 


27T, 


>A n - 


-ooi 








2^. 


r 


-ooi 



2^ 

2 



% 

27 



(m — 


v-\ 




-1) 




(m 


+ 2) 




(m — 


iM 


-1)0,- 


-1) 




(m 


+ 2) 




(m — 










(m 


+ 2) 




(m — 


îM 








(m 


+ 2) 





2tt JA n -ooi (m + 2 A-m+i Tf 



0<a<A n 



A n -\-ooi 

s_^{w)dw = -2^ — ;j ;;\" 1 ~' t v x m - v + T-(t, x ). 

A n — ooi 



Comme dans [131 § 18], afin de démontrer ce théorème on commence par calculer les résidus des 
fonctions i + . s + .„ et s_.„ aux pôles respectifs et représentera k + (t,x), kT (t,x),r + (t,x) et r~(t,x) 



On a noté par < Ai < A2 < . . . les zéros positifs de L„ ordonnés par ordre croissant. 
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comme intégrales des quatre premières fonctions le long d'un rectangle. Pour pouvoir retrouver les for- 
mules du théorème, on aura besoin des estimations sur L v du type : 

\L v {6w)\ < -^-exp(20\lm(w)\), \L v {w)\ > ^ exp(2|lm(>)|), (31) 

avec c„ et c' v deux constantes réelles positives non nulles et w appartient à un ouvert contenant la droite 
verticale d'abscisse A n (avec < 9 < 1), or on va montrer que cela résulte du lemme suivant : 

Lemme 3.12. On note par l v la fonction de Bessel modifiée d'ordre v et on pose 
G v {z) := I v+1 {z)I v - m {z) + I v {z)I v - m -i{z), Vz e C. 

alors on a 

G- V {z) = G m+y (z), W G Z, 

G n (z) = : ^— [ L 1/ (iz),VzeC (32) 

Pour z assez large avec | arg(z)| < , on a 

_ / x e 2z / An 2 + 2m 2 + 4nm + 2m + 1 1 ,\ . KT>f 

a +m (^) = — (1 + 0( ^ ) j s ^ eN ' ( 33 ) 

et 

^ . , e 2z / 2n 2 + m 2 — 2nm + m 1 ,\ . , 

G v (z ) = — (2 +Oh szO<^<m 34 

Z7TZ V 2 / 

Démonstration. Cela découle directement des propriétés des fonctions de Bessel, en effet, 1) résulte de la 
définition de I n et on a 

G„(z) = I n+ i(z)I n - m (z) + I n (z)I n ^ m -i(z) 

= I- n -i(z)I- n+m (z) + I- n (z)I- n+m+ i(z), [U 9.6.6] 

I(m— n) + l (^)-^(m — ri) — m (^0 ~^ f(m — ri) (^)-^(rn — n)— m— 1 (^0 

D'après cf. pQ 9.7.1], on a pour z assez grand avec (| arg(z)| < : 

W = 4=(l- î ^ + 0(è)) (35) 
y Znz oz z 

pour n G Z fixé. Dans si ^ g g N alors on vérifie en utilisant ce développement que 
_ „ . e 2z / 4n 2 + 2m 2 + 4nm + 2m + 1 1 

G ^ W = ^ (i s + o ( - 

Par contre lorsque < v < m, on écrit 

G v (z) = I v+ x{z)I m -u + Iu{z)I m +l-u(z), 

(on a utilisé le fait suivant : /_„ = 7 n ) après on remplace par le développement de /„ et on vérifie que 

3 2z / 2n 2 + m 2 — 2nm + m 1 



e~~ / ^rr + m" - Znm + m L . 

GAZ) -2^A 2 z +G{ ^ 



□ 
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Maintenant on peut déduire les estimations (|31l) en utilisant (|3"2")l . (|3"3")h (1341) et l'égalité : 

L„(-z) = {-l) m+1 L„{z) VzeC. 
Soit donc ip\ un vecteur propre de A ^ m ^ . On a introduit L v la fonction sur C définie par 

L v {z) = -z m ^-(z- m J^ m (z)J v (z)), \fz G C. 
et on a montré dans Q3.5[) la relation suivante 

MX) 

On note par A un zéro de L v (c'est à dire un élément de Z v ) et par a un zéro non nul de J v . On sait 
qu'ils sont simples. On va dresser la liste de tous les résidus possibles des fonctions t+ iV , t- >u , s +i „ et s_„ 
en leurs éventuels pôles en fonction de v : 

On a pour tout i/£Z 

J u {t\)J v {x\)J v - m (A) _ J u {t\)J„{x\) 



L' V (X) = 2 77 x \ ' ( Vx ^ x ) L2 oc , VXeZ^VveZ. 



Res A (t+,„) 



J V {X)L> V {\) 2\\^ 



\L 2 ,oo 

J u {xa)J v {ta)J v - m (a) J v (ta)J v {xa) 
J'M)L„{a) = W 

J v {x\)J v - m {t\) _ Jy(\) J V {x\)J u ~ m (\t) 

U v {\) " J„_ m (A) |M|| 2)O0 ' 

■/i/(A) J v - m (tX) J v — m {xX) </„(A) 2 J L ,— m (tX)J l ,— m {xX) 



Res Q (*+„) = — = — — , ou a \J v (a)=0, 

J' v [a)L v {a) J v \°^ 

Resx (t-, v ) 
Res A (s+,,y) 



J„_ m (A) X/„(A) J„- m (\) 2 \\<p\\ 



L 2 ,oo 



t> / \ ^(7) ^-m'7^--»ÏT J„- m (tj)Jv- m (x'y) 

Res 7 s+,,,) = -- = — = , ou 7 J„_ m (7 = 0, 



Res A (s_, 1/ ) 



<A/(A) J U - m (\x) J U (\t) J V (X) J l y- m (Xx)J l y(Xt) 



Jv-m(X) L' v (w) J v - m {X) H H 2,2 



L 2 ,oo 



Rappelons qu'on a utilisé le fait que les zéros non nuls d'une fonction de Bessel sont simples ainsi que les 
deux égalités suivantes L v {a) = -J v - m {a)J' u {a) et L v (-y) = -J v ("f)J' u - m (j))- 

Par contre ces fonctions ci-dessus peuvent, en fonction de v 1 avoir un pôle en zéro. En se rappelant 
que J p est d'ordre |p| en zéro et en utilisant lemme (|3.3I) on peut calculer explicitement l'ordre de ces 
fonctions en w = en fonction de v. En effet, lorsque v < — 1 ou y > m + 1 alors on a (on se ramène au 
cas v > 1 par (1181) 1 



Ord (<+,„) = (2v + v + ni) - (u + 2v + m - 1) = 1, 
Ord (t-, „) = (2v + v + ni) - (2v + ni - 1) = 1, 
Ovd (s+^) = 1 
Ord («_,„) = 1. 

Dans l'autre situation c'est à dire < v < m, on montre que ces quatres fonctions sont d'ordre —1 en 
w = pour cela on va calculer leur résidu en w = 0. Les calculs suivants découlent directement des 
propriétés des fonctions de Bessel ( précisément la formule ([H])) et celles de L v établies dans (|3.3[) . on a 

Re S0 (t + ,) = 2 im - i ; + !^ + 1) t^, 
(m + 2) 
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Res (t_„)^2 (TO -; + 1) 9 ( ; + 1) f»^, 
(m + 2) 

- / s (m-^ + !)(;/+ 1) 
ReSo(s+ ^ ) = 2 (m + 2) * 

Res„( S _.) = 2 (^-^ + ^+D ^ 
(m + 2) 

Maintenant on se propose de démontrer les égalités du théorème. 

Commençons par exemple par t+ M (avec v un entier quelconque). Comme dans [131 § 18.21], soit 
A n un réel positif strictement compris entre X n et Â„+i deux zéros consécutifs de L v . On considère le 
rectangle de sommets Bi, —Bi, A n + iB et A n — iB avec B > 0. On a l'intégrale de t + t/ le long de ce 
rectangle qu'on a déformé dans un voisinage assez petit de w — en un demi-cercle est égale à 

E J u+m {t^k ) J u+m [x\k ) J u+m ftoQ J u+m [xa) 
2||<Pfe|| 2 r2 ^ J v+m+1 (a) 2 ' 

k=l H^/t|| £ 2 i00 a\J v+m (a)=0 v+m+l\ J 

0<a<A n 

On a montré qu'il existe deux constantes réelles c v et c' v telles que 

c c' 
MM < 7Zr^ e M W \lm{w) \), \L v {w)\ > r ^exp(2 \lm(w) ), 

où w est dans un domaine ouvert contenant la droite verticale qui passe par A n — ooi et A n + ooi. notons 
que ces deux inégalités sont semblables aux (|29[) . En posant w — u + iv avec u,v G K et en prenant 
x > avec 0<t + i<2on obtient, en utilisant les deux dernières inégalités et 



\t+A w )\ = 



J 1/+m (tw)J u+m (xw)J v (w) 



< 



J u+m {w)L u (w) 
exp(-(2-(t + x))\v\), 



(36) 



pour tout w dans un voisinage ouvert de la droite verticale d'abscisse A n (avec c+ tll une constante réelle). 
Par conséquent 

pA n -Bi pA n +Bi 

lim / t+ :U {w)dw = lim / t +:U {w)dw = 



Quant à la contribution de t +M sur le segment [—Bi, Bi] on va utiliser le fait que t +M est une fonction 
impaire (cela résulte de la relation (fTÏÏj) et le fait suivant : J p (—z) = (—l) p J p (z), Vp G N, Vz G C ). 
Cela implique que l'intégrale le long du segment [—Bi, (-B + e)i] UC £ U [i(B — e), est donnée par 
Reso (£+,„). En combinant tout cela, on obtient 



i r A ^+°° l " J v+m {t\k)Ju+m{x\k) sr^ Ju+m(ta)J v+m (xa) 

0<a<A„ 



Ce qui termine la preuve du théorème pour les formules en t+ tlJ pour veZ quelconque. 



9. Ça est le demi-cercle à gauche de l'axe imaginaire de centre et rayon B — S, avec < S < 1. 
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De la même manière on peut établir qu'il existe des constantes réelles C-^, d + ^ et telles que : 

|f_,„H|<^exp(-(2-(t + a ; ))H) ) 
Vtx 



\ s+iU (w)\<^fe X p(-(2-(t + x))\v\), 
v tx 



\ s _ tU ( w )\<^fexp(-(2-(t + x))\v\), 
vtx 



valables pour tout w dans un domaine contenant la droite verticale d'abscisse A n et on suit le même 
raisonnement pour trouver les formules restantes. Ce qui termine la preuve du théorème. 

Lemme 3.13. Soit n € N, et k € N. Si G N alors il existe des réels 61, . . . , bk^2_ k tels que 

k-2 

t^ Jn (t w )dt = ^±iM _ fc ^±^l + y bi v^ee. 

1=1 

Démonstration. La preuve de ce lemme se fait par récurrence en utilisant la formule suivante 

^(z p J p (z)) = z p J p ^{z), VzeC, VpeZ. 
En effet, on a par une intégration par parties 

t k+n+i ,ut)dt = [t k+n+i j n+1 (t)] ; - k / t k+n j n+1 (t)dt 



w 



fe+n+1 



J„+iH - k[t k+n J n+2 (t)]™ + k(k - 2) / t k+n - l J n+2 {t)dt 



= w k+n+1 J n+1 (w) ~ kw k+n J n+2 (w) 
+ k(k - 2)[t k +"- 1 J n+3 (t)]™ - k(k - 2)(fc - 4) / t k+n - 2 J n+3 (t)dt 



= w k+n+ 



1 J n+ iH + ]T(-l) î+1 fc(fc - 2)(fc - 4) • • • (k - 2i)w k+n -\J n+l+2 (w) 

i=0 

+ {-iy +1 k{k - 2) • • • (k - 2(» + 1)) / t fe +"-p- 1 j n+p+2 (t)dt. 



On s'arrête lorsque (fc + n— p — 1) — 1 = n + p + 2, c'est à dire lorsque p — On termine la preuve 
en notant que 



1 -, fW 

t k+n+1 J n (tw)dt = — — / t k+n+1 J n (t)dt. 
w fc+«+2 _/ 



□ 



Corollaire 3.14. Soient p et q deux entiers positifs supérieurs à 2. Il existe des constantes réelles 
ci, c 2 , • • ■ , c max(p „ 2 9 _ 2 , te//es gwe 

max(p-2,ç-2) 



/ (^ + " +1 -^ + " +1 )j„(H^ = 2^-/j„ +2 h+ V C; 



„i+2 



10. Le signe JJ" signifie l'intégration le long du segment [0, w] dans le plan complexe. 
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Démonstration. C'est une conséquence immédiate du lemme précédent. 



□ 



Théorème 3.15. Soit i/eZ. Si v < —1 ou v > m + 1 alors il existe des constantes réelles lk et l' k pour 
tout k G N* telles que pour tout x S [0, 1] : 



k=i 

oo 

T, 1 



l J v {x\k) _ 2 p+i/+l _ x 2q+v+l 



, , 2 II^IIL,oo 



, i Ju(x\k) 

X? 



2 II^II!2,00 



= 0, 



2 — a; 



L 2 . 



5> 



Ju{^k) i Jv-rn(x\k) 



= o, 



avec convergence uniforme sur [0,1]. 

Soit vgZ. On choisit p et g supérieurs à Par le corollaire précédent il existe des constantes réelles 
c^y telles que pour tout u> dans un ouvert ne contenant pas les pôles d'aucune des quatres fonctions, on 
a 



l , t 2 P+ v+l _ t 2«+»+l) t u{w)dt = f X ( t ^+l _ t 2 «+» +1 )j u (tw)dt- . 

o Jo Jv{w)L v {w) 



i J u (xw)J 1/ - m (w) 



n q-p T , x J v (xw)J v - m {w) max( ^4' 9 2) J n+i+2 (w) J v (xw)J v - m (w) 
2 ~ — t ~ !" ^ 



J v {w)L v (w) 



i=l 



*+ 2 J v {w)L v {w) 



Or on a V i > et en utilisant (|31l) : 

" A " +ÎO ° J„+i+ 2 (w) J v {xw)J v - m {w) 



A n —ioc 



w 



l + 2 J„{w)L„{w) 



du) 



< 



< 



A n —ioo 



A n —ioo 



v^p^Hi-»)M)W 



efo, puisque < x < 1 



Par suite, il existe une constante C u telle que 

rA n +ioo r l 



A n —ioc J0 



(t 2 P+-+i -t 2 « +v+1 )t + , v {w)dt 



< 



C v 
\fxA % 



Vîi e N*, x e]0,l[. 



Pour x s]0, 1[ fixé, on a vue comme une fonction en t et w est intégrable d'après (|5f?)) . Par conséquent 

J A n —ioo JO JO J A n — ioo 
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En utilisant les formules du théorème (|3.11[) , on obtient en faisant tendre n vers 1 infini et en multipliant 

i 

par i! : 



k=l 



L2 >°° a\J v {a)=Q J0 
0<a 



X 2 J„ (m) 
J y+ i(a) 2 ' 



lorsque v < — 1 ou v > m + 1. Or le terme à droite n'est autre que x 



2p+v+l _ 2q+v+l 



en plus cette 



somme converge uniformément vers x i— > x 2 p+ v + 1 — x 2q+v+1 sur [0, 1]. En effet, d'une part comme x i— > 
x 2p+v+z _ x 2p+v+2 es |- dérivable sur ]o j 1] et s'annule en x = 1 alors d'après |13l § 18.26] son développement 
en série de Fourier-Bessel converge uniformément vers cette fonction sur un intervalle de la forme [1 —S, 1] , 
d'autre part, le résultat du (voir premier paragraphe du) [T3~ . p. 617] nous fournit la convergence sur 
[0, 1 - S], avec S positif arbitraire. Notons par l k = ^{t 2p+l,+1 - t 2 i +l/+1 )j u (t\ k )dt On a donc, 

J]l kX hJ^hL = x 2 p+^- x 2 ^+\ vie [0,1]. 

De même pour en utilisant le même raisonnement, on obtient la convergence de la somme suivante 
sur [0, 1] : 

E^ ^ ( t fc) =0, Va €=[0,1]. 



fc=i 



2||<^" 2 



L 2 ,oo 



On montre aussi que 

f\t 2 P+ l '+ 1 - t 2c >+» +1 )s + ,„(w)dt = f\t 2 P+»-™+i - t 2 i+- m + l )j,_ m {tw)dt-^ 

Jç> Jo Jv 

J v {w) J l ,- m (xw)J l/ - m {w) 



Jy{ w) J v - m (xw)J v -m{w) 

t (w) Jv~ m (w)Lv(w) 



: 2 —J v - rn +2{w) 

max(p- 2, g— 2) 

^ ^ £i,v—m 



J v - m {w) J v - m (w)L v (w) 

J n+i+2 {w) J v (w) J v ^ m {xw)J v - m (w) 
W i+2 J v - m {w) J v - m (w)L v (w) 



Et comme avant, on peut trouver C v - m une constante réelle telle que 



A n +ioa pl 



A„—ioo JO 



^p+v-m+l _ t 2 <i+ v - m + 1 ) S+v { W )dt 



<%^, Vne N*, x e]0, 1[. 

y/xA n 



et d'après p.lip . on aura 



Jv(X k ) J u - m (x\ k ) 

-m(Afe) ll^feU 2 



II 2 . 



J v - m ( xj) 

il) 2 



J2 [\t 2 p+»- m+i - t 2 ^- m+i )j^ m (tj)dt Ju - m{: 

l\J u _ m ( a )=0 J ° Jv-m+1 
0<7 

x 2p+v-rn _ x 2q+v-m^ y x ^ ^ 
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Quand on multiplie par 12. on obtient par le même argument que pour t +i „ que la somme suivante 
converge uniformément vers x 2p+l, ~ m+ i — x 2q+v ~ m+ ^ : 

Quant à s_ ^, on montre que 

J k J*-M WrS = ' yxmi1 



Si l'on pose 

P ( " q) (z) = P+ q) (z) = {\z\ 2 ^ - \z\*> +v )e» e , si \z\ < 1, 

= P+ q) {z) = (|z|- 2 ^ - \z\-^)e^, si |z| > 1 

alors on a 

® i,^, A ) L2 = ^V^ 1 - 1 2 ^ +1 ) M\t)dt ±J^j™(t-^ r^^u^f 

= [\t 2 P+" +1 - t 2 ^ +1 )U\t)dt ± J>/(A) [\ t 2 P +m-»+l _ pl+™-»+l)j v _ m (X t ) tdt 

Jo Jv—m\A) Jo 

= l k ±l' k 

Donc, on a montré que 

mm(|z|2,|z| 2 )f ( „) 8l = L mm(|zK|z| *)<p k , 



fe=l 

où la somme converge uniformément sur P 1 . 



Théorème 3.16. Soit v un entier fixé compris entre et m. Il existe 6+ et b v deux réels et deux suites 
de réels (a^) k& ^ et (a^)keN' tels que Va; e [0, 1] 

b+x^+i = £ a - x iif^Û.- ( x 2 ^+i x 2 ^+i), 
fc=l II™ 

h+r r m-v+\ _ + \ Jv{X k ) J v - m {\ k x) _ / 2p +( m -„)+i _ 2q+(m-v) + \\ 



ef 



fc=i "^ fe " 



^-^m-^+i _ - 1 ^(Afc) J i/ _ m (A fc a;) , 2 p+(m-i/) + i _ 2g+(m-i/) + i\ 



fc=i 



En plus, on a convergence uniforme de ces sommes sur [0, 1] entier. 
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Démonstration. Lorsque < v < m, en utilisant le même raisonnement et le théorème (|3. 111) . on trouve 

(i/+l)(m-I/+l)(g-p) + i = y, , J„(:rA fc ) _ . 2 P+ u+ï _ x 2 q +»+±) 

(m + 2)(p + i/ + l)(g + i/ + l) 2||^ fc |l 2 ~ 



fc=i 

(i/ + l)(m-i/ + l)(g-î>) „+i A,, i J^(a;A fc ) 



{m + 2){p + m-v+ï){q + m-v + l) ^~ K ~ 2||^||£ 2j0o ' 

(i/ + l)(m-i/ + l)(g-p) m _„ + i v^. i J„(A fc ) J„_ m (a;Afc) 
' 2 = 2_^hx 2 



(m + 2)(p + v + l)(q + v + l) J v - m {\ k ) 2\\<p k \ 



II 2 , 



(m + 2)(p + m-i/ + l)(« + m-i/ + l) ^ k J v - m {\k) 1\Wk\\ 2 L 2 :OC 1 " 



dont toutes ses sommes convergent uniformément sur [0, 1]. 

Onnosefc - 2 ("+ 1 )( m -"+ 1 )(g-p) Vi<fZ 
un pose Oj, - z ( m+2 ) (V+w+i) ' v ^ fc ^. 

Soit / une fonction sur K, telle que 

\f(x)\ 2 xdx+ [ x 2m \f(-)\ 2 xdx < oo 
,/n a; 



On a des égalités ci-dessus : 

Jo f{x)J u (x\ k )xdx 



JO Il ^ ^ NZ/^oc JO 

b m - v f x^ f(x)dx = f]l' k f ° ftoW*>*>dx 
J ° k=l 

% / i am - H - 1 /(-)& = E z *-r 



1 2\\<p k \\l 



Jvj^k) Jq X m f{^)J v ^ m (x\ k )xdx 
" Ji/-m(Afc) 2 ll^lli2 )00 



b m . v f X 2m -» +1 f(-)dx = V 4 /"^ N _ T (^+2™-,+! _ a .2 g+2m -, + l) /( l )d ^ 

JO X Jv-m{*k) *WWl*.oo Jo X 



Donc : 



b m -J f' x v+l f{x)dx+ f x 2m -» +l f(-)dx) = V l 



2\\<Pk\\ L 2 „ Jo x 



et 



6. ( jf 1 z^/C*)** + jT 1 * 2 — +\/( V) = g - /* - x 2 ^)f(x)dx, 



L 2 , 



Or 

(/e il/e (g) 1, 1 (g) 2") = / ar" +1 /(a:)da; + / x 2m -" +1 f(x)di 
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Donc, 



(fe™ 6 <» 1,1® *") =f ; ?i (/e T^' ¥?fc) ^ - j\x^ +2m - v+1 - x 2 ^ +2m - v+1 )f(-)dx 

zri 2 w.» Jo x 



k=i II-. 



□ 



4 Annexe 

4.1 Un résultat de recollement 

Dans ce texte on va rencontrer une classe de fonctions continues tp de classe C 2 sur P 1 \ S 1 telles que 
il existe ipi (resp. (pz) une fonction de classe C 2 sur un voisinage ouvert de {\z\ < 1} (resp. de {\z\ > 1}) 
avec <p = </?i| {w<1} (resp. <p — ¥>2| {|2 . |>1} ) sur {\z\ < 1} (resp. sur {\z\ > 1}). Si (pi et (p 2 vérifient des 
conditions supplémentaires qu'on explicitera dans la suite, alors on va montrer que 

d c ipi = d c tp 2 

sur S 1 , c'est l'objet du lemme (g3). O n en déduira, voir (|4.3p . que 



f ^dd c f = f fdd c <p, V/e#°(l). 



(ici dd c ip est par définition la forme définie presque partout par dd c ip\ sur {\z\ < 1} et par dd c cp2 sur 
|z|>l). 

Notons que si ip est une fonction de classe C 2 sur P 1 , on a par le théorème de Stokes 

f <pdd c f= f fdd c v , Vf€A°'°(X). 

On rappelle le résultat suivant : 

Proposition 4.1. (Formule de Green) Soit X une variété complexe de dimension d et A C X un ouvert 
relativement compact tel que A soit une sous-variété réelle à coins de X . Soient f et g deux formes 
différentielles de classes C 2 au voisinage de A de bidegrés (p,p) et (q, q) telles que p + q = d — 1. On a : 



[ (fdd c g-gdd c f)= [ (fd c g~gd c f) 

J A J'dA 



IdA 

Démonstration. Voir par exemple [5]. □ 

On considère ip~ et ip + deux fonctions réelles définies sur M + de classe C 2 vérifiant les conditions 
suivantes : 

ri— >-+oo 

dé+ ^ ( 37 ) 

• ^-(1)= lim ^+(r) = 0. 
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Soit m € Z. On pose sur C* : 

1 



V Um) {z) ■= (o) 1> (kl), ^ 2 , (m )( z ) : = -(o) V> (o) 

i (38) 

KwW - Q"> + (M) et : = (^)^ +( ^- 

Par hypothèses, ces quatre fonctions sont de classes C 2 sur C*, telles que leurs dérivées premières et 
secondes sont bornées au voisinage de zéro. 

Lemme 4.2. Sur'B 1 , on a 

dC Vl {m) =d c V - {my (39) 

et 

,(m) ~~ " ^2 : (m 

Démonstration. 1 . Montrons Q39p . On aVz^O 



d C vtM= dC <Pt< m y ( 4 °) 



mais comme on a = ^fjî puisque = z alors 
et 



^l,(m) . . _ 9 K,(m)) 

#z W ~ dz 

= l«R>'>-<W> + ^r^<M>- 

Mais comme on a supposé que ^>(1) = alors sur S 1 on a 

je - d-d 

d Vl,(m) = 

1 9i/< - 

' -(I)z m (2dz-Zrf2). 



87tî 9r 



On aVz^O 



et 



Ôz = l ^ VV 2|z| 3 5r l ^ 



^2,(m) _ 9 (^2 : (m)) 



cîz <9z 



9 / Z yn , 1 . / Z s m 2 dtp 1 

'â§^' ) ( ]7î j + ^' ) 2|z| 3 9r 
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On déduit que sur S 1 
On conclut que sur S 1 

dC Vl {m) =d c V - {m) . 

2. Montrons gÔ]). OnaVz^O 

,+ 



+ 



et 



|((^r}* + <M>+(^r^(M>. 



Mais comme on a supposé que §^(1) = alors sur S 1 on a 



dr 



OnaVz 7^ 



et 
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9*^2, (m) _ Ô , Z yn + , 1 , , Z yn Z . 1 ■ 

ôz "dl'R' 1 R R 2^3^ R 



z dîp + 1 



0* '^ + V 2|z| 3 9r 

On déduit que sur S 1 



On conclut que sur S 1 

□ 
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Corollaire 4.3. On a 

J\z<l ' VUm) + J\z\>l ' VUm) = Jz<l MC ^ m ï ' 1 + J\ z M MClP Um) ■ f> 

et 

i dd'f ■ ^+ (m) + f dd c f ■ <p+ (m) = f dd^l -f+ f dd^i >(m) ■ /, 

J\z\<l A ' J\z\>l J|«|<1 J\z\>l 

Démonstration. Soit / G A°' a (P 1 ). Soit < e < 1, d'après (|4~Tjl on a 

/ <«7 ' + / ddC f ■ ^(m) = / / ' + / / ' dd c V % [m) 

Je<\z\<l A ' J\z\>l A ' Je<| z |<l A ' J\z\>l 

I fd c V>f, {m) + f vi (m) d c f + / fd^± (m) - f vï (m) d c f 

J\z\=l A ' J\z\=l J\z\=l J\z\=l 

+ I fd c vt M ~ I ^t{m)d c f ~ I fd^t(m) + I ^ {m) d c f- 

J\z\=e A ' J\z\=e A ' J\z\=e A J\z\=e A ' 

On sait que les fonctions jjw , et ^ (m) ams i <ï ue leurs dérivées premières et secondes sont bornées 
au voisinage de zéro, donc peut faire tendre e vers zéro dans l'égalité ci-dessus, mais comme f^ m ^ — 

pftm) e ^ d'après (|4.2j) , on trouve que 

/ dd?f ■ cpf + [ dd^f • <fi = f f- dd^ (m) + [ f ■ dd^ {m) . 

J\z\<l J\z\>\ J\z\<l J\z\>l 

Puisque toutes les fonctions considérées sont des restrictions de fonctions de classe C 2 au voisinage de 
S 1 , alors 

/ dd c f • p± m) + / dd c f • ^ (m) = / dd^ (m} ■ f + f dd^ (m} ■ f. 

J\z\<l J\z\>l J \z\<.l ^ \z\>l 

□ 

4.2 Rappels sur la théorie des fonctions de Bessel 

Dans cette introduction à la théorie des fonctions de Bessel, la principale référence sera le chapitre 17 
du [2], on s'intéressera à une sous-classe de fonctions de Bessel à savoir les fonctions de Bessel d'ordre 
un entier. 

Pour tout z£C fixé, la fonction : 

admet un développement en série de Laurent en t. Soit n € Z. Par définition, la fonction de Bessel 
d'ordre n est la fonction qui à tout z E C, associe le coefficient de t n dans ce développement, on le note 
par J n (z). 

Enonçons quelques propriétés de la fonction J n : 
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9 J Gst une fonction analytique sur C telle que J_„ = (— l) n J n et 



00 (^Y(].-,'\ n + 2r 
'•M°g r(r + l)r( n + , + l) - n 6 N (41) 



une solution de l'équation différentielle linéaire suivante : 



d 2 y 1 dv , n 2 , , . 



On a les relations de récurrence suivantes : 

^(z- n J n (z)) = -z- n J n+1 (z). (43) 
az 

Tl 

J' n {z) = -J n {z)-J n+1 (z) (44) 

z 

J' n {z)^\{J n ^{z)-J n+1 {z)) (45) 
n 

J' n (z) = J n _ x («) - -J n (z) (46) 
^- z (z n J n (z)) = z n J n _ 1 (z) (47) 

• Les zéros de J n sont réels. 

Soient Z m = {j m ,i < Jm,2 < ■ • •} l'ensemble des zéros positifs non nuls de J m ordonnés par ordre 
croissant, voir par exemple [13, § 15]. Soient D m := {c m .\ < c m _i < . . .} les zéros positifs non nuls de J' m 
ordonnés par ordre croissant. Comme les zéros de J m sont simples, voir par exemple pT3 s § 15.21], alors 



(48) 



Proposition 4.4. Soit v € on note par Ai, À2, . . . les zéros positifs non nuls de la fonction : 

z^z- v (zJ' v {z) + HJ v {z)), 

On pose pour tout k G N* ; Vk la fonction définie sur [0, 1] comme suit : 

v k (r) = J u (X k r), Vre[0,l]. 

Soit L 2 (0, 1) le complété de l'espace vectoriel des fonctions f intégrables sur [0,1], pour la norme 
11/11 ■= J \f{x)\ 2 rdr < 00. On note par L 1 (0, 1)h le sous-espace de L 1 (0,1), qui est complété des fonctions 
de classe C°° qui vérifient 

/'(1)+J7/(1) = 0. 

Alors, la famille des fonctions {vk)k>\ forme une famille totale dans i 1 (0, 1)h- 

1 1 - 

Démonstration. On utilise [13, § 18.6] en remarquant qu'on a toujours J Q \f(t)\y/tdt < (/ \f{t)\Hdt) 2 . 
On peut aussi consulter [T31 p. 381]. □ 
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On rappelle le lemme suivant, qui sera utilisé plusieurs fois dans la suite : 
Lemme 4.5. Soit X un réel positif non nul, on pose <j>(r,9) — J m (Àr)e* alors 

-A </> = X 2 (/). 

Démonstration. Pour simplifier les notations on note J(r) :— J m (Xr) et Q(9) :— e lmS . On a 

J'{r)=XJ' m {Xr), J"(r) = X 2 J^(Xr), 

donc 2 

J"(r) + h'{r) - ^J(r) = A 2 (j^(Ar) + ^J' m {Xr) - -^-J rn (Xr) 



De 021 , on a 



I 777 

J"(r) + ~j'(r) - ^J(r) = -A 2 J(r), 



et on vérifie que 



e"(0) 



-m 2 . 



9(0) 

En regroupant tout cela, on a l'équation suivante : 

d 2 j , idj , i w ,a 2 e 



^(r)e(0) + ~{r)Q{0) + 4fJ(r)^(0) = -A 2 J(r)6(0) 



ce qui est équivalent à 



en d'autres termes : 



dr 2 r dr r 2 89 



-A o = A 2 0. 



□ 

4.3 Deux problèmes avec conditions aux bords classiques sur le disque unité 

Dans ce paragraphe on rappelle deux problèmes avec conditions aux bords classiques sur le disque 
unité qu'on appellera dans la suite : problème T> et problème J\f. Ils joueront un rôle important dans 
l'étude du spectre de A^y . En effet, on va expliquer dans le paragraphe suivant pourquoi notre problème 
se traduit en ces deux problèmes. 

Soit H un réel fixé. On munit D ~ [0, f] x [0,27r] de la métrique euclidienne, et on rappelle que 

-A - — -— — — 

dr 2 r dr r 2 d9 

est l'opérateur de Laplace-Beltrami associé à cette métrique écrit en coordonnées polaires. On note par 
C 2 (D) l'ensemble des fonctions de classe C 2 sur D. 
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Les problèmes qu'on va rappeler en détails dans la suite sont des cas particuliers de ce qu'on appelle 
classiquement un problème avec condition mixte sur le bord du disque D. Cela consiste à résoudre le 
problème de nature spectral suivant : 



c'est à dire déterminer l'ensemble des constantes réelles a, appelées valeurs propres, telles qu'il existe 
u G C 2 {D) non nulle qui soit un vecteur propre pour — Ao associé à a et ajusté à la condition sur le bord. 

Dans cette famille de problèmes, on distingue deux cas extrêmes : le cas H = oo (c'est à dire 
u(l,8) = 0), on parle alors de la condition de Dirichlet et l'appellera problème T> et le cas H = 0, il 
s'agit d'une condition classiquement connu sous le nom de condition de Neumann, on l'appellera dans 
la suite problème Af. Ces problèmes sont largement étudiés dans la littérature et ils sont complètement 
résolus en terme de la théorie des fonctions de Bessel. On peut consulter le livre [3] pour une étude plus 
détaillée de ce sujet. 

En gardant les mêmes notations, on montre que les valeurs propres non nulles du problème T> sont les 
réels positifs j„ k , avec v G 7L et k G N* , avec les fonctions J u (jv,k r ) eW6 comme vecteurs propres associés. 
En plus, on peut vérifier que la famille formée par ces vecteurs propres et les fonctions constantes (vec- 
teurs propres associés à la valeur propre nulle) forme une un système total dans l'espace des fonctions 
vérifiant la condition de Dirichlet sur D, voir par exemple (|4.4p avec H = oo et (3J §11]. 

Quant au problème Af, on montre que son spectre est constitué de et des j' v k avec v G 7L et k G N* 
avec des vecteurs propres de la forme J v {j' v k r)e lv ® . On a aussi que la famille constituée des vecteurs 
propres forme un système complet pour l'ensemble des fonctions vérifiant la condition de Neumann sur 
D, voir par exemple (I4.4[) avec H = et [U §11]. 
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